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Resumen

Se presenta y utiliza en el siguiente articulo, un grupo de propiedades que contribuyen a la
construccion del Conjunto Ternario de Cantor acudiendo a la dindmica simbdlica, cuya funcién es
caracterizar las estructuras de las orbitas de un sistema dindmico dado por medio de una sucesion
de simbolos. Siendo el Conjunto Ternario de Cantor, en términos topoldgicos, un conjunto compacto,
infinito y perfecto, no denso en cualquier intervalo.

Palabras claves: Compacto, topologia, drbitas, Conjunto Ternario de Cantor sucesion.

Construction of the Cantor ternary set through symbolic dynamics
Abstract

It is presented and used in the following article, a group of properties that contribute to the
construction of the Cantor Terrestrial Assembly by resorting to symbolic dynamics, whose function
is to characterize the structures of the orbits of a given dynamic system by means of a succession of
symbols. Being the Terrestrial Set of Cantor, in topological terms, a compact, infinite and perfect set,
not dense in any interval.

Keywords: Compact, topology, orbits, Terrestrial Set of Cantor succession.
Introduccion

La teoria de los sistemas dindmicos consiste en descubrir y describir las caracteristicas de la
accion de una transformacion sobre un espacio. Dado un espacio de puntos y una transformacion
del espacio en si mismo, a la dinamica le concierne averiguar cémo se mueven los puntos al aplicar
sucesivamente la transformacién y, en resumidas cuentas, cudl es el destina que esta les depara.
Por tanto, la dindmica simbodlica, que nace con la teoria de los sistemas dindmicos topologicos,
desarrollada por Morse y Hedlung (1938), es una herramienta muy ttil en el estudio de los sistemas
dindmicos, especialmente en el estudio del comportamiento cadtico, describiendo las érbitas de esta
dindmica. Su ventaja reside en el hecho de que esta técnica reduce, un complicado sistema dindmico,
en un conjunto de secuencias de simbolos; lo cual simplifica el trabajo para resultados posteriores
de dicho sistema.

Por otra parte, el Conjunto de Cantor, en particular, no fue construido por primera vez por
Georg Cantor, sin embargo, fue él quien lo describi6 de tal manera que resolvio algunos problemas
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que se habian planteado en el marco de la
naciente topologia. Durante los afios 1879-1884,
Cantor escribié una serie de ensayos, donde
introduce el conjunto que viene a ser conocido
como el Conjunto Ternario de Cantor. El, en
estos ensayos, hace notar que este conjunto es
infinito y perfecto, con la propiedad de que no
es denso en cualquier intervalo, a pesar de qué
tan pequenio se tome el intervalo. Este conjunto,
aparece como contraejemplo en diversas areas
de las matematicas, como es el caso de Analisis
Numéricos, Ecuaciones Diferenciales, Sistemas
Dindmicos y hasta en Estadistica. Seria muy
dificil que un solo articulo, abarcara todos
estos topicos, pues como es posible notar,
corresponden a areas muy diferentes de las
matematicas.

En particular, el siguiente escrito, se enfoco
mas hacia el estudio de los Sistemas Dinamicos, a
través de la utilidad de la dindmica simbdlica, en
el estudio de esta area. Por lo cual, se construira
el Conjunto Ternario de Cantor, por medio de
sucesiones de simbolos, donde su construccion
clasica, se basa en suprimir los tercios medios
de los intervalos que van quedando, a partir del
intervalo [0,1].

Dinamica Simbdlica

La dinamica simbdlica, es de las herramientas
mas tutiles para el andlisis del comportamiento
caodtico de los sistemas dinamicos. Consiste en
caracterizar la estructura de las Orbitas de un
sistema dindmico, por medio de una sucesion de
simbolos.

Ejemplo 1, el sistema dindmico asociado a la
funcion tienda campania

six=1/2
six=1/2 '

F={ 0,

definida en el intervalo [0,1]. Como se ver3, el
comportamiento de las drbitas que no se escapan
de este intervalo, es exactamente el conjunto de
Cantor. Se denota a /1, el conjunto de los puntos
en . Enelejemplo1,/=[0,1]y A =C, donde C
es el conjunto de Cantor.

Para entender la dindmica de f'en /, dado x, €
C, toda drbita de x, se encuentra en /. Es posible
asociar una sucesion infinita S(x,)=(0.ss,s;...),
como se vera mas adelante, que consiste de 0, 1,
y 2. La sucesion S(x,) es llamada el itinerario de x,,.

Ahora, el conjunto ) (el espacio sucesion),
consiste en todas las sucesiones posibles de
simbolos, como 0y 1, es decir, que los elementos
de & son sucesiones, no niumeros. Por ejemplo,
(0000...), (010101...), (101010...) y (1111...),
todos serian elementos distintos de ).

En el ejemplo 1, como se vera mas adelante,

2 ={(0.5;5,..):5,=0,1,0,2}.

Para determinar, que tan lejos se encuentran
los puntos en sumatoria. Sean s = (s;5,5,...) y t =
(t,t,t,...) dos puntos arbitrarios en }. Una funcién
distancia en ), dada por

d[s,t]zzlszz—i’l.

i=0
Esta funcion d, es llamada una métrica en

Y, si para cualesquiera s,tu € }, cumplen las
siguientes tres propiedades:

1. dfs,t] >0,y d[st] =0,siysolosit=s.
2. dfs,t] =dfts].
3. dfs,t] <d[s,u]+d[u,t].

En efecto,

1. dfs,t] = 0, siempre se tiene, por como esta
definida la funcidn 4.

d[s,t] =0,siysolosis=t.5i d[s,f] = (), entonces
por definicién de d, d/s,;tf] = YY", lo que
implica |si - ti| = 0, para cada i, coni=12..1o
que significa s = ¢, por igualdad de elementos.
Analogamente, si s = ¢, entonces d/s,t] = 0.

2 aisil- Z\s—t\ Z\( 1)(r—s)\ Z\ 1\|r—s\ in;s,\:d[m]

- + -t
3. d[s,1] = le ZIS —u; +u; | ,
‘con

luego, por “ser R, valor
absoluto un espacio metnco, se tiene

Is; =t \slfui+ulfti|< \si7u1\+\ul*ti| _ ‘5;_u5‘+ Ju; — ]
20 2t = 2! 2t )T 2! 2t
=0 =0 =0 =0 =0
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Por consiguiente, dfs,t] <d[s,u] + d[u,t].
El par (3., d) es llamado un espacio métrico.
El Conjunto de Cantor

Aqui, definiremos el conjunto de Cantor de
dos maneras diferentes: una que es bastante
intuitiva y que se podria clasificar de tipo
geométrico, y otra de manera mas formal en
el sentido de la dinamica simbolica. En otras
palabras, caracterizaremos a los elementos de
este conjunto, como aquellos puntos de intervalo
[0,1] = R, cuya expansion ternaria sélo aparecen
las cifras 0y 2, lo cual simplificara el trabajo para
resultados posteriores.

Construccion del Conjunto Ternario de
Cantor

Consideremos el intervalo I = [0,1] = R y el
sistema dindmico asociado a una funcién de tipo
tienda campaiia, esta funcion es

f(x]—{ 3x, si x=<1/2
3(1—x), six=1/2
En el espacio de fase de los nimeros reales,

es decir, el sistema dindmico (R, f). Cuya
representacion grafica se presenta en la Figura 1.

——

Figura 1.

El objetivo que aqui nos planteamos, es el de
determinar cudl es conjunto de C — R, de todos
los puntos cuya orbita no diverge a infinito, es
decir

C ={x € R: 0% (x) no diverge a infinito}= & — {x €R: lim f*(x) = _00}
n—3oo
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pues si alguna orbita diverge a infinito ha de
ser, obviamente a, -e°, puesto que

) =f(1/2) =372,
paratodox € R.

Para determinar este conjunto, vemos
graficamente, el andlisis de las 6rbitas de todos
los puntos que estan fuera del intervalo [0,1],
que divergen a menos infinito, ver Figura 2.

Figura 2.

Luego, el conjunto de puntos cuya drbita no
diverge a menos infinito, ha de estar contenido
en el intervalo [0,1], es decir

C c [0,1].

Ahora, si consideramos un punto x € [0,1],
cuya Orbita se sale del cuadrado unidad, [0,1] x
[0,1], en algtn instante de su recorrido, esto es
S* (x) > 1, para algun k > 1. Entonces su Orbita
diverge a menos infinito, considerando el
analisis grafico hecho anteriormente, se tiene
(ver Figura 3).

Figura 3.
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Ademas, si la 6rbita de x, no sale del cuadrado
unidad en ningun instante de su recorrido, es
claro que su orbita esta acotada y por tantox € C.

Por consiguiente, el conjunto C de los puntos
x € R, cuya Orbita permanece acotada, es el
conjunto de los puntos del intervalo [0,1], cuya
Orbita no se sale nunca del cuadrado unidad.
Ademas, es evidente que si x € [0,1], su orbita
se sale del cuadrado unidad cuando, para algun
k>1,1(x)> 1.

Ahora, si llamamos 4, el conjunto de puntos
x € [0,1], cuya Orbita se sale del cuadrado
unidad en el primer paso, esto es,

A, ={x €[01]:f(x)>1}

Analogamente, si 4, es el conjunto de puntos
x € [0,1], cuya Orbita se sale del cuadrado
unidad, por primera vez, en el segundo paso

A=x€[01]:0/ (W< Ly f (x)>1),

y asi reiteradamente, se obtiene de manera
general para 4, el conjunto de los puntos
x € [0,1] cuya Orbita se sale del cuadrado
unidad, por primera vez, en el paso n-ésimo

A4=x €[01]:0<f(x), f (x),-..fpyy ) ST
(x)>1}.

Entonces, se tiene que

€ =[0,1]- (A, U A, UA, U..) = [0,1] — UAH ,
n=1
Siendo los conjuntos {4, }>, , disjuntos dos
a dos

A NA; = @, para i,j =1, i+ j

Ahora, determinemos cada uno de estos
conjuntos; observando la Figura 4, se puede ver
que 4, esta formado por el intervalo abierto
cuyos extremos son las abscisas de los puntos de
cortes de fcon la recta y =1, y dichos cortes, son
las raices de las ecuaciones

3x=1 y 3(1-x)=1

que sonx =13y x =243. Luego,

P _(1 2)
1 \3'3

ccliur,

por lo cual

1 1
donde [1’ I3 son dos intervalos cerrados de
longitud 3, cada uno de ellos, de esta forma

] . -l
1= — g _,1
[1 [013] e e 3 .

Figura 4.

Para determinar 4, < [0,1] - 4, convine
observar que, faplica I} en I, e I] en I, luego,
habra dos intervalos abiertos, uno dentro de ff
y otro dentro de I3, a los que f* aplicara fuera
del cuadrado unidad. Estos intervalos estaran
formados por aquellos puntos de x € [0,1]\4,
tales que f{x) € 4,

Figura 5.
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Luego, por geometria elemental, se puede ver
que A4, estd formado por los intervalos abiertos

1 g1
centrados dentro de {1 e I2 , vy de longitud 1/3,

de las longitudes de *rll ,1=1,2. Esto es,

1 2 7 8
N
2 \9'9/ " \9’9
Asi, C estara contenido en los 22 intervalos
cerrados, de longitud 32 cada uno de ellos, esto
son, los que quedan al extraer de [0,1] - 4, el

conjunto 4,, ver Figura 5. Es decir,
ccrfuvrlfviturl =Uff
donde o

t=log] -3l 2 -Frol o]

Para determinar A4, basta con repetir el
razonamiento anterior y observar que f aplica
cada subintervalo If, i = 1234, en todo el
intervalo [0,1]. Luego, f aplicard fuera del
cuadrado unidad a aquellos puntos x € I?
tales que /> (x) € A4, y que son, por geometria
elemental, los puntos del intervalo abierto
centrado en [2, de longitud 13 de su longitud,

L
es decir, de longitud 373, ver Figura 6.

Figura 6.

Por lo tanto, A, estara formado por 2°
intervalos abiertos de longitud 37, y centrados en

cada uno de los intervalos i’ ,1=1,2,3,4. Luego,
C estard contenido en los 22 intervalos cerrados,
de longitud 37 cada uno de ellos; siendo los que
quedan al quitar de [0,1] - (4,U 4,) el conjunto 4,,
ver Figura 6. Es decir

donde
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1 21 27 8 1
Ij = [0,—}: Ii = [—,—}: I§ = [—,—]: 1= [—,—]
271 - 27°9 9" 27 27°3
219 20 7 8 25 26
R I e N
3 27 279 9 27 27

Y asi sucesivamente. En el limite de este
proceso infinito nos quedara el conjunto C, que
estamos buscando; cuya orbita de los puntos de
éste conjunto permanecen acotado, y que se es
conocido como el conjunto cldsico de Cantor.
Este conjunto, se puede expresar en términos
de los intervalos cerrados, que van quedando en
cada paso, como

C=[0,1]— (4, UA, U4, U..) = ﬂU;;ﬁ,
n=1i=1
por consiguiente, se puede concluir que es un
conjunto cerrado. Ademads, si paracadan>1, Cesta
contenido en 2" intervalos cerrados, de longitud 3™
cada uno de ellos, entonces la longitud de C, sera
menor o igual que

2n.373 = (E)n ’
3

Para cualquier n > 1, y puesto que 23 <1, se
cumplira que

2 n
long(C) = lim (—) =0,
7 —+oa 3
es decir, que C es un conjunto de longitud
cero.

Ahora, como bien se sabe, todo nimero real se
puede expresar en diferentes bases; en particular
six € [0,1] © R, entonces podemos expresarlos
en base 3, de la forma

(==}
i
x = 3t =0.5,5;5; ...
i=1

donde s, € {0,1,2}. Esta expresion es llamada
la expansion ternaria de x y nos servira para dar
una caracterizacion de los elementos de C.

7

Caracterizacion de los Elementos del

conjunto de Cantor

Para hablar de la caracterizacion de estos
elementos, es necesario recordar un poco sobre
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la serie geométrica:
Zaf =1+a+a®*+a?+ -
i=0
Converge absolutamente si lal<1, esto es,

=0
mas generalmente,

oo

-
1—a .

i=k

. ) 1
Por ejemplo, consideramos a =,

()

=1

Ahora, supongamos que para cada entero
positivo i, s, es 0, 1, o 2. Entonces la serie

iSE
4
31

i=1

es dominada por la serie convergente

MR
W
Il
£
[}
-
Il
-
<

en el sentido que

para cada i. Por lo anterior, esta serie converge

y se tiene,
53

oa
i=1

ta

Lo

P =

5]

Definicion. La sucesion de enteros 0.5 s, s,...,

donde cada s, € {0,1,2}, es llamado la expansion
ternaria de x, si -

5

==
i=1

Ahora, veamos que ciertos valores de x en
[0,1], puede tener dos expansiones ternarias
diferentes. Por ejemplo, 13 tiene expansion

0.1000... y 0.0222..., pues

1 0 0 0o 2 2 2
statmto=gtatmtats

xr =

1

[

[ TN

|
Il
O

Il -
Wl a

W

De esta manera, es facil comprobar que la
sucesiéndelaforma 0.5, ...5,10y 0.5, ...5,02,
representan el mismo nimero. Del mismo modo,
las dos sucesiones de la forma 0.s 4 5,20y
0.5y ...s,12, corresponden al mismo numero.
Notemos que, los numeros para los cuales
ocurre esta ambigiliedad, son precisamente los
numeros que tienen una expansion ternaria
finita, es decir, 0.s, ...s,0, para algtn k; estos
son precisamente, los niimeros racionales que
pueden ser escritos de la forma p3*, para algtin
entero p, con 0 < p <3,

Observemos, que si x tiene una expansion
ternaria 0.ss,..., entonces la cifra s, determina
en qué tercera parte del intervalo [0,1], x se

. 1 .
encuentra. Si s, = 0, entonces x ¢ [D’E] =1l ; si
12 ,
s, = 1, entonces x € [5,5]; y si s, = 2, entonces
x € 3 1| =1}.Larazdn de esto, es que la cola de
la serie representa x, es decir,

oo SE
25
i=2

no es mas grande que

/.30 3
i=2

Tengamos en cuenta que los valores ambiguos
de x, son exactamente aquellos que comparten
dos representaciones ternarias. Asi que, dada la
cifras, sabemos en que tercera parte del intervalo
unidad, x se encuentra: la parte izquierda (I7)
s, = 0, la parte media (4, ), si s, = I, y la parte
derecha (1), sis,= 2.

Argumentando exactamente del mismo
modo, vemos que el segundo digito s, nos dice
en que tercera parte de estos subintervalos, x se
encuentra. Es decir, s, determina la tercera parte
izquierda, media o derecha de los intervalos
determinados en el previo parrafo. La razén de
lo anterior, es que la serie

i=3
que representa la cola de la expansion
ternaria, es en este caso, no mas grande que
19. Continuando de esta manera, vemos que la
expansion ternaria tiene una relacion directa con
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los puntos del conjunto de Cantor. En particular,
si x tiene una expansion ternaria y de entrada
para algun s, = I, entonces x se encuentra
en unas de las terceras partes medias de los
intervalos (A4,),.y que serdn removidos durante
la construccidon de C. La tnica excepcion a esto
es, si x es un punto final de uno de los intervalos
que forman a C, entonces, x tiene una expansion
ternaria alternativa, que no tiene 1 alguno.

Conclusion

En la construccidon del conjunto ternario de
cantor, se hizo evidente, como se esta relacionada
las diferentes areas de las matematicas, para la
solucién de un problema. Pues, este conjunto,
como se mostrd, no solo se puede construir de
forma geométrica, sino también, por medio de
la dindamica simbolica, es decir, por medio de
sucesiones de cifras de 0 y 2; que nos facilitd,
para la obtencién de resultados como, que este
conjunto es un espacio métrico, entre otros.
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