BIFURCATIONS IN MODELS FOR PATTERN IDENTIFICATION

Mauro Montealegre Cardenas,

Jasmidt Vera Cuenca, Gustavo Londofio Betancourth*

Existe una relacion muy importante entre los estudios de los fendmenos interdisciplinarios y la metodo-
logia de identificacion de patrones, porque esta ayuda a entender mejor el mismo fen’omeno. Por eso
presentamos en este articulo una descripcion analitica de los conceptos basicos de la teoria de recono-
cimiento de patrones, ilustrando y describiendo las bifurcaciones de modelos genéricos que han surgido
en los Ultimos afios en diversos campos del conocimiento.
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There is a very important relationship between the studies of interdisciplinary phenomena and research
methodology patterns, because this helps to better understand the same phenomena. For this reason we
present in this article an analytical description of the basic concepts of the theory of pattern recognition,
illustrating and describing the Bifurcations of generic models that have emerged in recent years in various
fields of knowledge.
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bifurcations.

Este articulo es un resultado del proyecto de investiga-
cion denominado "Bifurcaciones en modelos matemati-
cos de identificaci'on de patrones y aplicaciones", y en el
presentamos una metodologia sobre la bifurcacion de
identificacion de patrones, como resultado de una inda-
gacion transversal en la bibliografia relacionada al final
de este trabajo, y tambi’en explorando aplicaciones que
interesan a la comunidad cientifica interdisciplinaria; en
particular los campos de la hidrologia, dindmica climatica,
semiconductores, modelos biol6gicos, entre otros. De otro
lado, estos estudios son una oportunidad para interactuar
con las teorias matematicas que involucran la evolucion

de sistemas dindmicos, el an“alisis funcional y la geome-
tria de dichos patrones.

Con los ejemplos de la segunda seccion ilustramos esta
metodologia, en particular, profundizamos en la compren-
sién del modelo denominado Kuramoto- Sivashinsky, el cual
aparece en diversos contextos para explicar estructuras tur-
bulentas incluyendo la aparicion del caos espacio-temporal.

En la tercera seccion de este articulo relacionamos los
componentes basicos que ayudan a la identificacion de pa-
trones como: la ecuacion de amplitud, ecuaci’on de fases y
una metodologia para conocer sus ecuaciones de bifurca-
ciones, segun existan o no, simétricas u oscilaciones.
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2. Modelos Basicos sobre Identificacion de Patrones

) Hacia una teoria computacional de la morfogénesis

Las capacidades computacionales de la tortuga puede ser reducido si la tor-
tuga se le permite recibir sefiales de su entorno. En el ejemplo mostrado en la
Figura 1, se supone que el medio ambiente es una cuna limitada por dos lineas
que se cortan. La tortuga se mueve verticalmente hasta que se encuentra con
cualquiera de estas lineas de guia, momento en el cual se realiza un cambio de

sentido.
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Figura 1: Zig-zag creado por una tortuga recibiendo senales desde el
entorno

Este proceso puede estar relacionado con la formacién de patrones en zig-zag por
minadores de la hoja, larvas de insectos que viven y se alimentan dentro de una
hoja. En el proceso de alimentacidn, crean tiineles que son visibles como senderos
finos en el limbo de la hoja. Un ejemplo del patrén resultante se muestra en la
Figura 2. Tiene un caricter que recuerda serpenteo de una curva en zig-zag,
y estd limitado por las venas de las hojas principales, que la larva no cruzan
facilmente.

Figura 2: Una hoja con un patrén de tineles creados por un minador.

Desde una perspectiva més general, las lineas de guia de la figura 1 proporcio-
nan a la tortuga la informacién acerca de su posicién dentro de su entorno. Las
sefales posicionales y direccionales tienen un impacto fundamental en el com-
portamiento animal, que van desde el mantenimiento de la distancia adecuada
de la costa por muchos organismos que viven en los litorales sobre la orientacién
de los insectos y las aves con respecto al sol, y el uso de puntos de referencia por
los animales que se dirigen hacia una meta conocida. Aunque estas conductas
no suelen dejar huellas visibles, sin embargo, pueden ser conceptualizados como
rutas en el espacio, y se interpretan como patrones.
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El uso de las sefiales ambientales es también un factor omnipresente en desarro-
llo de la planta. Por ejemplo, el desarrollo de las plantas trepadoras se guia por
la geometria de su apoyo.

1) Identificacién de Patrones en Ecuacién de Reaccién-Difusién

Primero nos referimos a fenémenos que corresponden al siguiente modelo

8w = 82u+ F(u) con F(u) = eu — gu® —hu® (1)

donde g = £1 y asumimos que existen soluciones del tipo onda viajera como la
siguiente,

E=x—ct,parac>0
lo cual hace que la ecuacién (1) se convierte en la siguiente ecuacién
Bu+Edgu+ Flu) =0 (2)
con dos soluciones asintoticas

uf = —o0)=us ¥ u(f = +00) =up ;

se observa que u = u, se traslada hacia up = 0, como se ilustra en la siguiente
figura 3,

Figura 3: Ondas viajeras

En (1) si g = +1, corresponde a una bifurcacién supercritica, si g = —1 corres-
ponde a una bifurcacién subcritica tal como se ilustra en las siguiente figura
4,
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Figura 4: @) Bifurcacién Supercritica ; b) Bifurcacién Subcritica
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Para estudiar las bifurcaciones del sistema (1) en torno del pardmetro € = 0,
establecemos la siguiente analogia:

Faw £, @)

donde ¢(u) es una funcién potencial y si ademds colocamos los cambios de va-

d do(X(T
riables £ = T', u — X, obtenemos & _ X))

du _ dX(T)

En los dos casos, supercriticos y subcriticos la recta € = a, respectivamente,
corresponde a los siguientes potenciales ilustrado en la figura 5 al pasar “c” a
través de e = 24/€.

A

/

U, U, U, u

Y
C >2ye C<2Ve
Figura 5: Potenciales para ¢ = a en los casos supercriticos y subcriticos

Los casos € = d y € = ¢ para el caso suberitico tiene respectivamente los siguien-
tes potenciales ilustrado en la figura 6,

Y

Figura 6: Potenciales para ¢ = d 6 ¢ = ¢ en los dos casos supercritico y
subcritico

Asi por ejemplo en el € = a, comenzando en el potencial méximo u, = u(§ —
—00) hacia el potencial minimo 0 = u(§ — +00), segin el signo de la velocidad
de la onda “c” en £ = x — ct.

En el caso subcritico el valor € = egy = d corresponde a una bifurcacién
silla-nodo, pues en el intervalo egy < € < 0 hay un cambio de signo en el
amortiguamiento.

ii1) El Sistema de Turing es el siguiente,

6‘tu=F(u)+D6£uconD=(D1 O), Y Ok

0 Do) %=y W

resulta de (4) que,
Ay =A+ D¢’
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con valores propios g, dado por A,u, = o4uq con el vector propio u, =
uge?e*e™X no nulo y u, es la configuracién critica; ademds

0 = det(Ay — ag) = o3 — (Traza(A,))oq + detAy

con las opciones mostradas en la siguiente figura 7,
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Figura 7: Gréaficas para las bifurcacién en un sistema de Turing

) El sistema de Turing bidimensional se describe mediante el siguiente sistema
de ecuaciones,

% = Ry(C1,C2) + D1v2Cy
. 2 (5)
el Ry(Cy,Ch) + DoveCy
con estado de reposo homogéneo en (Cj,Cy), esto es,
6T _ 00, _ 8T _ 0Ty _,

8t Bt x40y dz+oy
Asi podemos linealizar (5) en torno a estos equilibrios homogéneos haciendo
Ci(z,y;t) = Ci(z,y;t) — C1
Cy(z,y;t) = Ci(z,y;t) — C2
donde las soluciones de este sistema linealizado tienen la siguiente forma
Ci(z,y;t) = a1e? cos(qi) cos(g2y)
definidas en un rectangulo L, x L, con las condiciones de frontera adicionales

siguientes,
ac

o =0 enz=0,L,
/
%zOeny:[},Ly .

asi obtenemos un conjunto discreto de nimeros de ondas siguientes

Q= ?_:(m = 0}19)

nmw
q2 = L_y(n_ 0)11) 3
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las configuraciones de los patrones se ilustran en el cuadro L, x L, proporcio-
nando diversos patrones para parejas (n,m) tal como se ilustran en la siguiente

NEE

(1,1) (0,3) (1,3)

Figura 8: Identificacion de patrones para un sistema de Turing
bidimensional

v) El modelo de quimiotaxis de agregacién celular corresponde al siguiente sis-

tema no lineal:
Ut = Mﬂza - (ucw)m (6)
e = Dege — ¢+ g(u)
donde u y ¢ son las concentraciones celular y del quimioatractor; en particular

u
g(u) = T w con las siguientes condiciones de frontera

O=wup=c,enz=0,1parat>0;

resultando el estado de equilibrio no trivial (ug, ¢p) y relacionamos su estabilidad
con las siguientes normas,

h(s) = matpep yluel ¥ N(u)= [0 u(@)dz ;

las cuales tiene los siguientes significados: N (7) es el nimero total de células
d
presentes y se observa que EN (u(t,z)) = 0 implica que u y ¢ son espacialmente

uniformes.

De la primera ecuacién de este sistema (6) tenemos que
u(z) = AP

donde A es una constante positiva porque u = 0, luego sustituyendo en la
segunda ecuacién del sistema (6) obtenemos

D" +G(e,\) =0 (7)

c
con G(e,A\) =g (’\ﬂ) +e.
De la ecuacién (7) obtenemos el siguiente sistema bidimensional en el siguiente
espacio de fases con variables (e, p),

d=p
(8)

p1=_2(%ﬂl

con las condiciones de frontera p=0en z =0, 1.

Por las condiciones de fronteras existen tres equilibrios {¢y,¢e2,c3}, dos sillas
y un centro; resultando que el sistema (8) genera la siguiente configuracién que
se ilustra en la figura 9,
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\vAZZS\vl

Figura 9: Retrato de fases para el modelo de quimiotaxis

vi) El modelo de Kuramoto-Sivashinsky corresponde a la siguiente ecuacién con
condiciones de frontera,

1

Ut + Uz + Uzgze + 5(“::)2 =0 9
0 <z < L,u(0,t) = u(L,t),us(0,t) = ug(L,t) ;

expresamos (9) en coordenadas de Fourier con respecto a “z”, y obtenemos,

@ (k,t) = k(1 — K*)a(k,t)

1
donde el nimero de ondas ‘¢” con |g| < 1y |g] = 7 es el niimero de ondas del

maés rapido crecimiento lineal.

También representamos la solucién u(z,t) de la siguiente forma
u(@,t) =Y ag(t)dq(z) ,
qEE

es una combinacién lineal de ¢,(z) = exp (%%), soluciones linealmente in-

dependientes de (9), y cuyos coeficientes satisfacen la siguiente propiedad

a_q(t) = ag(t) ,

donde a; es el complejo conjugado de a, y ademds

(K, d1) = ];L or(z)d} () = [: exp [M]

este producto interno es ortogonal en L2, y ademss,

L
lao(2)] = ]0 fu(z, )de;

=0 ;

su tiempo promedio

S Y PO
() = Jim 7 [ ata,0Pds

De otro lado, para [ € Z en el espacio Ly obtenemos el siguiente sistema,

) ol \ 2 ol \* 1/27\° o
L lag — (T) @ + (T) a — 5 (f) Ejezj(l —j)aja;_j =10

T 2ri(x + 4 — 1)
Jo exp [f]dx=0 ,
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asl obtenemos el siguiente sistema 2[ 4 1 espacio dimensional:

2
- [1_(2;)

. 1 ;
ap = _5 2j6232 (a;f)g

1 . g
ar+y > ez Il —ajai—;

Para dar una idea de la estructura del sistema, se muestra las ecuaciones obte-
nidas por truncamiento en orden k = 4, la cual resulta asi:

a = [1- (%) ]
ag=4[1— %)2]@—§af—3a{a3—8w§a4
6

a3 =9[1— (T)2 a3 — 2a100 — 4atay

g =161 — (32)°| ag — 203 — 3a1as ;

] a1 — 2ajas — 6alas — 12a%a4

sistema que resulta ser invariante para el grupo O(2) generado por las siguientes
transformaciones Ty, v Ry:

(271'3'1&)
To:ap — exp ai

L
. *
Ri:a;— af

La estabilidad en el equilibrio a; = 0 para todo I, puede ser determinada direc-
tamente mediante la siguiente linealizacidn,

: oml\ 2
a;=£2 |:1— (%) la;, E=1,2,

La primera bifurcacién ocurre cuando u(z,t) = 0, en torno del cual realizamos

. orl\1?
yszp{l—(%)} wo,

orl\ 12
L

el origen es asintoticamente estable si I < 27 e inestable si L > 27 v esta es la

primera bifurcacién.

con valor propio \; =12 |1 — , el cual es de multiplicidad dos; por ello

Su variedad central es tangente al subespacio generado {COS (2?:8) »8in (21?) }’

que resulta invariante para el grupo O(2).

Para la segunda bifurcacién, la cual corresponde a Lo = 4w, con valor pro-

2
pio p = (i—:) - (2%) , tiene variedad central corresponde a la grafica de h;
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siguiente a; = hy(a1,a},a2,a3; 1), con i = 3,4,5, ... en el siguiente sistema:
) 3
a; = (Z -+ p) a] — 2&‘.{&2 - 66&5}13 - 12h§h4 - 2k24 k(k-i— l)h;hk_{_l

ag = 16pag + %af — 3ajhg — 8ashy — Y iss k(k + 2)hthe 2

colocando L = 27m(1l — p) con m < 1, obtenemos la siguiente ecuacién de
bifurcacién ' .

= 18 a2 = 2 - 2 .

a Moo — ay — a2 (2|01| =t 16|a2| ;
la situacidn se repite y la variedad central es la grafica a; = hi(am,al,), sil #m
6 —m satisfaciendo h_; = hj, am = hm (|am|2) en el siguiente sistema

. 1
b = Mam (.u - E|am|2) + b (|am[*; 42) + O(lam|*, 1) 5

corresponde el siguiente sistema en coordenadas cartesianas reales,

(:‘:) —m? {#_ % (x3n+y§1):| (;::) L

el cual también resulta O(2) invariante, es una O(2) ecuacién de bifurcacién del

tipo de Pitckford.

Para L = L,, la variedad invariantes dos-dimensional es el espacio tangente
2rlx\ . [2mlx . .
generado por < cos | —— | ,sin | —— el cual produce un circulo de equili-

L L
brios para L — L, > Q.

viz) La ecuacién de Swift - Hohenberg es la siguiente,
ou

= = [0 = (V2+1)*]u—u® , (10)

para la cual buscamos soluciones de la forma
u(xaya f') = UO(I + é(YvT)) + 2f"'lz"""'l(:xv Y, T) + €4u2(I,Y,T) + o, (11)

donde ug es una solucién del tipo de rayos o rollos, esto es solucién espacialmente
periédica con T' = €2t y Y = ey; entonces (10) se convierte en,

Au 82 2 & [ Au
2_ — — — - 2_ i - 4— it 3 .
€5y = ou (812 + 1) u—2¢ 372 (6I2 + 1) U=y~ (12)

sustituyendo (11) en (12) e igualando potencias de € hasta orden O(1), obtene-
mos:

oug(z + @) — (% + 1) up(z + ¢) —ug(z+¢)> =0, (13)

la cual no es util porque up(z) es estacionaria y ¢(Y,T) no depende de z.

Hasta el orden O(£?) tenemos

dug 3¢ duy | dPuy 8% Puy | dhug\ (94\°
Tl (T @) (T a) () @
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donde
Ly=0- (@) —3yg ;
dug of uw dug , :
donde Ly ( Ir ) = Suds 0, esto es . esta en el nicleo de Ly; integramos
(14) entre — 5 ¥ 5 conresp ecto a z con L dado que upz espacialmente periédico.

Hasta términos de orden O(22) la ecuacién (14) es ahora

. (dug | dPug)\ 8% d2uy  dug) [0\
L°‘2(E+ dx3)8Y2+2(d:c2 * d:c4) (W) > (15)

y del teorema de la alternativa de Fredholm tenemos:

T dug [duy  dPup\ 8%  dug [dPug  diug\ [ 9\ >
f_%z(a+—dxs)w+a(—w +—dx4)(ﬁ) de=10 5 {16)

Hasta orden O(1) y cumple la condicién de solubilidad. Andlogamente se calcula
el orden O(e?), para obtener finalmente la siguiente ecuacién de fases,

8 8% 8% a\* 8%
ar ~Pave ~Kgyat9 (W) avz (7

con K y g constantes reales.
viiz) El modelo de las dos capas: Epidermis y Dermis

El sistema transformado puede ser escrita en términos de z y z mediante las
siguientes ecuaciones,

822 + Oz0x + 8z2
B (349 40 34 30 349)

( 339+2 a6 n %0 8%0 2329 9%
828 8z280x 2022

974 x 432:38.1 + 6322312 + 482:6593 x Ozt

# @ o il .,
<+T(@+az6:c+@) L+ol—0+em2z, 7 (18

5‘ _D g??n &n n
a

Vo +25052 + 5 | T -7)
NI RO NS
*\oz "oz ) "\ 6z " oz 1+9n ’

donde # y n son ahora funciones de = y z; §(z,t) es la dilatacién epitelial y
n(z,t) es la densidad de las celulas dermicas en la posicion z en el tiempo 2, tal
como se ilustra en la figura 10,
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Figura 10: Una ilustracién de las funciones de envolvente que
representan cambios en la amplitud del patrén y en la densidad
celular media

Representamos a estos por las curvas envolventes normalizadas p(z), ¢(2), y s(z),
respectivamente. La tltima funcion s(z) es, estrictamente hablando, no un en-
volvente, pero por conveniencia se describe como tal. Las siguientes propiedades
se atribuyen a estas funciones envolventes:

{ lfm p(z) =0, lim g(z) =0 , lim s(z) =0

f_}m s 2
Jim p(z) =1, lim g(z) =1, lim s(2) =1

(19)

Asumimos ademés que la solucién del sistema (18) se puede expresar como

9(331 z) - p(z)BG(:z:,z)
(20)
n(z, z) = q(2)[nc(z, 2) —nal + s(z)(na -1) +1

donde ¢ y ng son funciones que se determinardn mas adelante. El valor de n 4
es la densidad media de células dérmicas cuando z — —co, esto es,

1 [F
ng= lim — f n(x, z)dx
z——00 P 0

donde P es el periodo del patréon de estado espacial constante en z = —oc.
La motivacion para soluciones de esta forma viene del examen de las soluciones
ilustradas en la figura 10, en los que es evidente que las soluciones se puede apro-
ximar muy de cerca por un patrén de longitud de onda espacial constante que
tiene una amplitud que disminuye de forma mondétona. Observe que la funcién
envolvente s(z) aparece en la expresién para n(z, z). Esto es porque la densidad
celular media, n .4, de la solucién final no es necesariamente igual a la densidad
celular inicial promedio n = 1, que es el valor de estado estacionario, el cual es
debido a la expresién de crecimiento logistico en nuestra ecuacién dérmica con-
servacion de células, asi como el cambio en el patron de desarrollo. De hecho, en
la versién simplificada del modelo que se considerardn més adelante, el término
crecimiento logistico se hace cero y desaparece este término en la envolvente.

Para determinar las funciones ng(z,2) y fc(z,2z), se examina el comporta-
miento de la solucién en el limite cuando z — +oo. Muy por detrds del borde
de la perturbacién, es decir, donde z — —o0, el sistema estd en un estado es-
table espacialmente periddica, por ejemplo S;. Representamos a este patrén de
estado estacionario por S; = (0s, (), ns, (z))?, que es también la solucién del
problema no lineal z - independiente. Asi, a partir de (19) y (20) se deduce que

(e d) = ().
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Muy por delante del borde de la perturbacién, es decir, como z — +oo, el
sistema esta en el estado homogéneo estable Sy, donde Sy = (0,1). A medida
que la perturbacion se propaga. en la regién homogénea, el estado de equilibrio
es perturbado y una solucién espacialmente periédico comienza a evolucionar.
Nos representan la forma de este patrén inicial de la dilatacién y la densidad
celular por las funciones 8g,(z) y 0,,(z), respectivamente. En términos de las
expresiones anteriores, (19) y (20), esto significa que

Jim, (7 9) = (reer3).

3. Conceptos basicos en la identificacidon
de patrones

Para problemas sobre formacién de patrones discretos generalmente tiene la
siguiente forma analitica aproximada u en torno del patrén critico ug,

u(z,t) = A(t) Ze‘q”‘-.uu(;ﬂ”) +ece+.. (21)
q

en coordenadas de Fourier esta ecuacion es

T=upe® " L ¢c.c

En el caso de que el fendmeno es descrito por una ecuacién diferencial parcial

d
Su = F(u,8,), se dice que es espacialmente homogénea si d_‘l: = F(u,0), con

coordenadas de Fourier respectivamente

u(q) = DF (uc,iq)u(q) y %A(t) = (L(t) + ike(t) + k> D(t) + O(l4|*)u()

Si u, es una solucidn critica, hacemos up(z,t) = u(z,t) — uc(x,t) y las variables
espaciales x| son perpendiculares a z;,; la ecuacién de amplitud lineal asociada
con (21) se describe basicamente en terminos de la siguiente ecuacién y parame-
tros,
diA=0cA
q9—4qo
do

donde gy es el nimero de ondas critico y el coeficiente de dispersién es ¢ =
77le + O(?), y 7 es un rescalonamiento apropiado; y la ecuacién de amplitud
de onda no-lineal es

diA =0A+ A —4|APPA+ ...
En el caso particular de la ecuacién real de Ginzburg - Landau tenemos,

8A .. OPA
57 =A—APA+ o, (22)
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y escribiendo A = Re® obtenemos el siguiente sistema,

8R s, O°R 09 \*
ar —oR-R +W‘R(§)
(23)
o0 OR 66 5%
Rar =%xax T Rox

haciendo T 0 y multiplicando la segunda ecuacién por R se obtiene la

% (RZ%) =0 (24)

y asi el momento angular constante se obtiene mediante la siguiente expresién,

siguiente ecuacién,

h= R2% . (25)

El pardmetro o(z) de la primera ecuacién de (23) varia de positivo a negativo;
en la regién donde o(z) es negativo, solamente la solucién nula es estable, asi que
R =0 y entonces h = 0 y obtenemos las siguientes relaciones,

&R dV L A &
ax? = ar VR =0 B -~ 3 F t o
y finalmente obtenemos,

%(%)2+V(R)= E , (26)

donde E es constante.

Si o(z) > 0 existen rollos estacionarios de la forma A = Roe'?® con R = 0 —¢?,

los cuales son como puntos fijos porque R = Ro y % = 0; para tales situaciones

tenemos que 0 < q2 < o y entonces,

h(g) =q(c —¢*) (27)

cuya grafica se muestra la siguiente figura 11,

_.'Ili f(}l f |

Y

Figura 11: Gréfica de h(q)
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a
tenemos que Rypgr = 2 (E) . Por ello obtenemos los siguientes comportamientos

cualitativos para las soluciones estacionarias de la ecuacién (21) los cuales se
ilustran en los items a), b), ¢), d) de la figura 12,

ar
ax

dR

e/ Al AN

a) Sio >0, 0 < |h| < hmas b) Si o <0, |h| > hmas

b dR

NN \\
A ZAN/Z A\

c)Sioc>0,h=0 d) Sioc<0, h=0

Figura 12: Dindmica de los equilibrios de (23) en los diferentes casos
para “O.” y “hﬂ

dag
Si h = 0 entonces R = 0 y no hay formacién de patrones, o iR - 0; asi sin

pérdida de generalidad podemos asumir A = R real satisfaciendo

d’R
UEO’R—RB"FW H

en el caso ¢ > 0 se tiene soluciones espacialmente uniforme R = +,/o y solu-

ciones por defecto R = +,/0 tanh (1 / %) Linealizando alrededor de A = 0,

2
se logra 0 = oR + % con soluciones R = asin(v/oX) + bcos(voX) corres-

pondiendo a soluciones espacialmente periédicas para u.

En general, la ecuacién de fases, lejos del umbral gy esta relacionada con la
ecuacién de amplitud mediante las siguientes relaciones,

U(Ilaxrr) = uqO(¢(IL:xFI))
A(t) = |Ale* . (28)
v¢(xl!t) = Q('T"J_a t)
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Si existe soluciones del tipo ondas viajeras tenemos A = a(&')eik{"’Teé‘ﬁ(E) con
E=z+1-cyc> 0, entonces en las variables

{a = [A], k=47 & (14])

_de
K=

estudiamos la formacion de patrones mediante la solucion del sistema de ecua-
; ' : i g d
ciones diferenciales siguientes con respecto a Z
a = ka,
k=—ck—1-k¥®+k* +a
K = —c(k — k%) — 2kK
cuyos puntos de equilibrio puede ser estable o inestable con conexiones hete-

roclinicas.

En la mayoria de los casos la amplitud A,(X,T) admite una solucién del tipo
ondas viajeras en coordenadas X, T'; lo cual se obtiene haciendo: X =z (&])_%,
T= (t (Ta))_‘if) , Ag = A(go)#; para obtener la siguiente expresién
Ag(X,T) = agf@X+0)-0T) - (99)
y satisface a la siguiente ecuacién de amplitud con coeficientes complejos,
108, A = (1 +icg) A+ (1 +ic) )V A — (1 — ic)go| A]*A.  (30)

La ecuacién de fases es la siguiente ecuacion de derivadas parciales

O = —Qg + aViq& - }S(ng&)Q; (31)
con a = 1—cje3, B = ¢;+c¢3 donde Q = —c3 y Qg satisface la siguiente relacién

700 = —€co + c1659° — cagolag® . (32)

Para el estudio de bifurcaciones en el plano (g, Real(04)), reemplazamos (29) en
(30) y tenemos en cuenta las siguientes relaciones
wg = —Im(o,)
33)
D, (
=% = 2(c1+es)g

donde “s” resulta ser la velocidad del grupo de ondas; entonces con los re-
escalonamientos siguientes: 4 = e%, X = e%x, T=ett=X:Xp, 0 = E_%Bx,
8r = € 1(8,+s8,) obtenemos una expresién en variable compleja que simplifica
la anterior ecuacién de amplificacién (33), esta es,

To(OpA + 39, A) = (1 + ico)A — (1 — z'C3)go|A|2A,
y entonces explicitamente o(g) se obtiene en la siguiente ecuacién,

o(q) = —isq+ 75 Ye(1 +ico)g — 74 62 (1 + ic1)d®,  (34)
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con el valor critico,

Real(o(32)) = Real (o sz ) ) =

Mediante la conceptualizacién anterior se obtiene los siguientes clases de inesta-
bilidades bésicas en la identificacién de patrones, esto es, tipos de bifurcaciones:

i) Para nimeros de ondas préximas del nimero de ondas cercanas al valor
critico gp, obtenemos la siguiente ecuacién de bifurcacién,

0= = [e-Bla-0?), @9

lo cual se ilustra en la siguiente figura 13,

A
Real(a,)

e\

7=,

Figura 13: Bifurcacién del tipo 2)

i) Para el caso de la simetria ¢ — —g, correspondiente a patrones de la
siguiente forma
u(z,t) = A(t)e'® + A*(H)e™*®

genera la siguiente ecuacién de bifurcacién

Real(o) =D (&6~ 368d* ), (39

cuya sucesién de gréficas se ilustran en la siguiente figura 14.

A Reallo, )
|

S

Figura 14: Bifurcacién del tipo i) simetria ¢ — —g¢

it) El caso oscilatorio, cuando “g” atraviesa el eje vertical, se produce la si-
guiente ecuacién de bifurcacién:

Real(oy) = — [6 - &¢"] , (37)

tal como se ilustra en la siguiente sucesién de graficas de la figura 15,
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A Realia,)

Figura 15: Bifurcacién del tipo i), esto es, del tipo oscilatorio

i) Para el caso bidimensional continuo, esto es ¢ € C, el reconocimiento de
patrones u(z,t) se identifica con la siguiente integral en variables complejas en
la regién que excluye al valor critico ¢,

1 +oo +oo -
WS~ o f eliamto@lqg / wo(e)e dz!
oo o
en la direcciéon z = v -t tenemos

1 +oco . +oo .,
u(v - t,t) = %/ e[’q”"(‘“)‘]dq/ up(z')e ™% dz’

—00 o0

de donde diq [igv + o(g)] = 0 implica c = v = ij—: con a(q) = € — g* y por ello
2

. €— ¢ ) vy .
c=1 =, con velocidad critica ¢ = 2+/¢€ pasando de una oscilacién subamor-

gs
tiguada ¢ < 24/€ a una oscilacién sobreamortiguada en el caso ¢ > 2./¢;

F

7an7 18

> 7 > g

Figura 16: Regién de integracién para el caso bidimensional continuo

el nimero de ondas bidimensional corresponde a

7= (g + 4:)T + ¢,7;

Ecuacién de fases es la siguiente

a2
o= (18 ) ko + koo

y debido a que la ecuacién de amplitud es invariante para la siguiente transfor-
macién

b

AQ
A— Aexp {z (Ay — g:c)
0

155 =



Revista ENTORNOS Volumen 26. Nim. 2. Septiembre de 2013

le corresponde a la siguiente ecuacién de amplitud
ToA=e+ & (8, — =—02 ) ¢+ aqi|AlPA , (38)
2g0 ¥

entonces la siguiente ecuacién de dispersién se obtiene sustituyendo A en (38),
o(q) = 75 '€3(q — 9)*
v) Estabilidad Eckhaus.

Observamos que el patrén de rollo ocurre, por ejemplo en el fenémeno con-
vectivo de Rayleigh - Bénard - Layer; el cual explica cambios climéticos a cierta
altura de la atmdsfera y cuya representacion es la dada mediante la figura 17.

d e

Calentamiento de los lados
Figura 17: Patrén tipo “rollo” en el modelo Rayleigh - Bénard - Layer

Especialmente consideremos patrones del tipo rollos o rayos dados por soluciones
de la forma

u(X,Y;t) = AX,Y,T)e® 4+ c-c+h-o-t (39)

donde la envolvente A evoluciona de acuerdo a la siguiente ecuacién de Newell-

Whitehead-Segel,
DA A o i o
ﬁ—JA—|A| A+ (T),—EW)A (40)

con —0o < X < 0o, —00 < Y < oo; anulando el posible efecto en la frontera,
consideremos el patrén del tipo rollo con envolvente dado por

A = Roe'®®

Remplazando A en (40) obtenemos

Ry=0—¢
{u — Roei(l-l-cq):\: (41) ’

y para estudiar la estabilidad del patrén consideramos la perturbacién
A= Ro(1 —r)efe=t4)  (42)

con |r| , |¢] < 1.
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La parte real e imaginaria al remplazar A en la ecuacién (40) proporcionan
el siguiente sistema,

or 2 o  O*r 8% r 18
ar ~ 2R~ 25yt oxz t xavE T 95y T 104

(43)
% o 2 P4 18

ar ~ “ax T axz ~ axove T 95y 154

El efecto sobre la longitud de onda, donde las derivadas de la perturbacion
son pequefias en comparacién con las variables mismas, y tomando modos
r = ;:-eaTHkXHIY’ ¢ = ¢eaT+ikX+élY con ”l <1, k ~ [2 constantes reales,
encontramos que:

oF = —2R27 — 2iqk¢ — k*F — ikl — ql°T — — 7,
R R el bt @
o¢ = 2igkT — k*¢ + ikl*T — ql°¢p — Zd)

Eliminando 7 y ¢ resulta una ecuacién cuadratica en o como la siguiente,
4

4
(a—|—2R§+k2+ql2+zz) - (a+k2+q52+%) =k?(2¢+1%)% , (45)

lo cual tiene las siguientes relaciones dos raices
o1 = —2R2 + O(k),

46)

2q2 34 (

_ g2 1 2N _ o b 3

oo =—k (1 R%) ql 4—|—O(J';;)

El primer valor propio es o3 &~ —2R? < 0 corresponde al autovector (7,7) =
(1,0(k)) y los rollos correspondientes son estables; el segundo valor propio oo
corresponde a una verdadera modulacién porque contiene g, k, [ y estos no
pueden aparecer en el patron, su autovector es

) o

el cual describe la evolucién lenta con escala de tiempo del orden O(I72) =
O(k~1); y reemplazando en la primera ecuacién de (44) la perturbacién de la
fase ¢ mediante el cambio de escala

a a a 1 0 0 1o}

con |§| < 1 obtenemos,
3] o2 7]
2 Sl P - 2 — . .
(2R0 + 68T 6Q8Y2 + O(d )) T ( 25q8X ] 0(32)) ¢ ; (49)

luego multiplicando en ambos lados por
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a0 o2

obtenemos 84 96
=22 O 2
T = R§5X+O(6 ) . (50)
Para perturbaciones en la direccién transversal X, donde [ = 0, reemplazamos
en la segunda ecuacién de (44) y obtenemos

2
o2 = —k? (1 - 2‘42) +O(k?)
R
con valor propio positivo para rollos en la regién R2 < 2¢2 (¢ < 3¢2). De esta
forma se describe la conocida inestabilidad de Eckhaus.

En este articulo hemos presentamos una metodologia para describir las bi-
furcaciones que generan | os sistemas dinamicos de laidentificacion de patrones
gue surgen en fen"omenos de origen interdisciplinarios; ademas analizamosla
cualidad de los equilibrios inestables, lo cua es Util para retroalimentar el co-
nocimiento de dichos fenGmenos.

En particular hacemosunadescripcion delasbifurcacionesdel coeficientede
dispersion "c" como funcion del nimero de ondas "g", dado que estos parame-

tros son los que caracterizan laidentificacion de patrones en los casos particu-
laresy son relevantes en model os no-lineales.
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