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Resumen

En este texto estudiamos el modelo de generaciones
superpuestas, MGS, para describir el comportamiento
del crecimiento econémico que tiene parametros y
variables exdgenas del efecto invernadero para las
generaciones futuras; porque estos parametros y
variables afectan lavida econémica, y todo el Teorema
de Equivalencia Ricardiana no es totalmente compro-
bable, entonces, el balance de estos sistemas dinami-
cos puede ser inestable, desaparecer o requerir bifur-
caciones del tipo Flip, como por ejemplo, periodos
dobles o del tipo Hopf, como los ciclos generativos.

Palabras clave: Modelo econémico, Sistemas

Dinamicos, Bifurcaciones tipo libreta, La dinamica
econdmica con la contaminacion.

Zusammenfassung

Abstract

In this paper we study the model of overlapping
generations, MOG, to describe the behavior of the
economic growth that has parameters and exogenous
variables of the greenhouse effect for future
generations; because these variables and parameters
affect the economic life of humans, and the whole
Ricardian Equivalence Theorem is not totally
verifiable. So, the balance of these dynamic systems
can be unstable, could disappear or require Flip type
bifurcations, ie double periods, or Hopf type, such as
generative cycles.

Keywords: Economic Model, Overlapping
Generations, Dynamical Systems, Bifurcations type
Flip, Economic dynamics with pollution.

In diesem Text studieren wir das Overlapping-Generations-Modell (OLG), um das Verhalten des 6konomischen
Wachstums zu beschreiben, welches sich aufrund exogener Parameter und Variablen des Treibhauseffekts auf
die zukunftigen Generationen auswirkt. Da diese Parameter und Variablen das 6konomische Leben betreffen
und das Ricardianische Aquivalenztheorem nicht vollkommen nachweisbar ist, kann die Balance dieser
dynamischen Systeme instabil sein, verschwinden oder Flip-Bifurkationen erfordern, wie zum Beispiel doppelte
Perioden oder solche vom Typ Hopf, wie die generativen Zyklen.

Introduccion

El modelo de crecimiento econdémico de Generaciones
superpuestas, MGS, ha recibido especial atencién
desde lainterdlsciplinariedad abarcando temas como:
la modelizacién matematicaenlas Ciencias Sociales,
las ecuaciones diferenciales ordinarias, calculo de
variaciones y control o6ptimo. El estudio de este
problema plantea cuestiones relevantes del andlisis
no lineal que surgen de estudiar las interrelaciones
de la actividad econémica del hombre con las
complejidades de la naturaleza.

Las primeras publicaciones sobre este tema fueron
hechas por Paul Samuelson en 1958, y Peter Diamond
en 1965. El modelo basico de Generaciones Super-
puestas, MGS, tiene las siguientes caracteristicas: las
personas viven durante dos periodos, en el primer
periodo de la vida se conoce como periodo joven, el
segundo periodo de la vida como periodo Antiguo. El
modelo MGS comparte las siguientes hipétesis basicas:
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i) Los individuos reciben una dotacion econémica de
bienes en el nacimiento,

ii) El capital que se genera en el primer periodo de la
vida se consume en el segundo periodo,

iii) Elvalor del dinero permanece constante,

iv) Las personas deben consumir en todos los
periodos y hay unafuncién de consumo conocida.

La dinamica con estas hipotesis es hiperbdlica, es
decir, con equilibrios son estables, pero al no observar
la hipétesis ii) como en A. Medio 1992, la dinamica
puede ser no - hiperbdlica, esto es estructuralmente
inestable, siguiendo esta direccion estamos
delineando situaciones mas complejas debilitando
algunas de las hipotesis dei -iv de estaintroduccion.

En el modelo MGS pueden aparecer ciclos estables o
inestables. Estos ciclos son detectados utilizando el
Teorema de Bifurcacién de Hopf, donde el parametro
de bifurcacion es puramente tecnolégico. Estos ciclos
enddégenos en torno de un equilibrio fueron descu-
biertos por JM. Grandmont en 1985; también se ha
demostrado que al involucrar variables ambientales
puede surgir en la frontera inestabilidad en torno de
ciertos equilibrios que constituye unabifurcacién Flip,
esto es, duplicacién de periodos para equilibrios del
sistema antropoatmosferico. Por ello este estudio es
util paravisualizar lo que puede pasar en lavida socio -
ambiental de futuras generaciones.

En el trabajo de P. Reichlin (2006) se muestra que el
resultado de Grandmont depende de una tecnologia
muy simple, es decir, aquella enla que el trabajo actual
es el Unico insumo necesario para producir el
desarrollo econémico. Esta dindmica econdmica aun
es mas compleja cuando se involucra el efecto de los
gases de invernadero, alta concentracién de C02en la
atmosfera, como lo plantean entre otros Dong Cao, L.
Wangy Y. Wang (2011).

Sobre la importancia de este tipo de estudios han
llamado la atencién Stem (2006), quien prueba que
se deben tomar acciones decisivas para reducir
el efecto invernadero para evitar grandes catastrofes
con impredecibles costos socio econémico. De otra
manera las futuras generaciones sufriran grandes
afectaciones muchos mayores que el costo de evitar la
emision descontrolada de gases de invernadero a la
atmosfera, que es nuestra casa. Por ello el foro en
Econémico Mundial, 2014, el nuevo modelo econémico
debe dar valor a las externalidades negativas, dafio
ambiental, teniendo en cuenta la capacidad de carga
del planeta para asegurar a las futuras generaciones
vida sostenible e inclusiva.

El aporte especifico de este articulo consiste en reducir
el calculo a la variedad central en torno a un punto
de equilibrio cuyo desdoblamiento se debe a una
bifurcacion de tipo Flip o Hopf, éste es un resultado
del proyecto de investigacion de la Universidad
Surcolombiana denominado "Bifurcacion de Modelos
Econdémicos de Generaciones Superpuestas”.
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1. Marco Tedrico Basico

1.1. Un Sistema Dinamico Discreto Unidimensional
SinPolucién

Segun P.A. Diamond 1965, la optimizando la utilidad
w con dos restricciones, una con respecto a los ingre-
sos laborales de un trabajador y otra con respecto al
ahorro enel siguiente modelo, MGS,

rmaxW =
Clt

clt + st<w t

u(cit) + (1 + 0)2u(c2t+l,t + 1)

()
c2t+l < (1 + E(rt+l))st

c,w,u,r G M+ s,9 G I&o

donde cit> c2t son los consumos (o utilidades) en el
periodo Joven f y el periodo de retiro t + 1; wt salario
enelperiodo t; St esahorroenel periodo re+l
tasade interés por los préstamos enunperiodo t + 1;
la esperanza devalor capital es constante,

EOt+i) = rt+ll y = (1+0)1

es el factor de discontinuidad intersubjectiva para
utilidades futuras.

Elmodelo (1) tiene soluciones 6ptimas

ct+h 5t+i —st(wt-,rt+1), elahorrototales

st = Ntstdonde Nt= NO(1+ n)icon—1< n< 1.

La produccion total y t depende del capital Kty del

trabajo Nt mediante una funcién F homogénea de
primer grado, esto es,

(yt= F(kt, Nt), Nt e kte R#®
@

7T = yt = f (kt)
Vv vt

donde Kty yt es lainversion per-capitay produccion
per carpita, respectivamente; tal que f independien-
temente de depreciacidny satisface las condiciones de
Ineda que seilustraenlaFigura 1:

> 0, > 0,/(0) = 0,

lim/'(fct) = co,

lim f ’(kt) = O 3)
k ->0 @
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Basicamente el modelo MGS de Diamond optimiza el
beneficio maximo P sujeto

rmaxP = yt- wtNt- rtKt
i Ntkt 4

{yt<F(KtNt)

cuyo niveles 6ptimos para los precios del capital y el
trabajo son equivalentes a sus productos marginales,
paralamano de obray el capital,

(MPN=wt=f(kt)-K tf'(kt) (5
{MPk=rt=

Para simplificar el modelo asumimos que hay un anico
bien en el mercado, y de la hipétesis i) - iv) surge la
siguiente identidad iguala la inversion se iguala al
ahorro entre estas generaciones,

©®

El lado derecho de (6) establece que el ahorro neto es la
diferencia entre el ahorro de los trabajadores y el
desahorro de los pensionados, entonces la ecuacion
para la dinamica del capital, dependiente de la
solucidén éptima s de (1), tiene la siguiente expresion
formal:

si(wt,rt+l)

Kt+i — )

1+ n

remplazando en (7) los precios de los factores de
equilibrio (5) obtenemos el siguiente mapeo

kt+i = G(fct),

~ Ktf'(k19)], [T(/ct)]) ®)
1+ n

k t+1 —

La ecuacion (8) es conocida como el ahorro focalizado
en este modelo. Lafuncion de utilidad es estrictamente
céncava e isoelastica, por ello podemos asumir que
i¢(-) = In(-), lacual garantiza la dindmica futuray la
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cantidad o6ptima de consumo y ahorros son los
siguientes:

*

it \2+0JWm ©)

tOt) = wt- clt= (~iTg) Wt

donde la tasa de interés futura no afecta la escogencia
del consumo y el ahorro 6ptimo es simplemente
proporcional alos ingresos individuales. Notamos que
si los valores de utilidad son tales que Q=0 , la mitad
de los salarios son ahorros para el segundo periodo; y
si estas generaciones asumen que el futuro no importa,

Q —»°0, entonces -* 0.

La funcion de produccién en (2) es una potencia
homogénea de primer grado, ver P. Reichlin 2006,
como la siguiente:

(Yt= F(Kt,Nt) = Ka.Nt- a,

O< a< 1, JVER+, KE H

(10)

Sustituyendo f de (10) en (5) obtenemos el siguiente
proceso dinamico para los precios de los factores de
los salarios y capitalizacion,

rwt=(l-a)k?

Irt = akf-1 b

Sustituyendo también el ahorro 6ptimo (9) en (8),
obtenemos el siguiente sistema dinamico unidimen-
sional,

1-a
con a =
(1 + ri)(2 + 0)

kt+1l = akf, 12)

lt+i
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El comportamiento local, esto es, en torno de sus
equilibrios, son determinados por los autovalores del
modelo linealizado; es simplemente la derivada de
kt+1 conrespecto a fcfcalculada en el equilibrio trivial,

dK 4
kt = 0, t+ = +00,
dkt
(13)
dk
k2 = al-a, t+l = a
dkt

El equilibrio trivial es repulsor y satisface las hipétesis
sobre los parametros, el equilibrio atrae las demas
trayectorias con convergencia monoétona. No hay
cambio en la estabilidad por los cambios parciales de
los parametros en los estados de reposo, esto es,

dki dki dk2
<0 <0, <0 .

f <14>
dn de da

El efecto de la variacion del parametro de produccion
a, elasticidad de la produccion con respecto al capital,
puede resultar desconcertante. Sin embargo en el
modelo de Diamond la totalidad del -capital
representado en la produccion es pagada con interés a
los jubilados, quienes usan todos estos recursos en el
consumo. La formacién de capital en esta economia se
deriva completamente del ahorro sobre el salario de
los trabajadores, asi que es légico que mientras la
economia tenga mas avances tecnoldgicos (a grande)
tiene el estado de equilibrio per capita de mas bajo.

1.2. Un Sistema Dinamico Unidimensional Discreto
ConPolucién

De A. Medio (1992) podemos asumir dos tipos de
procesos de capturade lapolucion por la atmosfera:

a) De capturaproporcional alaemisién de poluentes,

A2

-f + akt -
A

donde A f es el indice de polucion en el servicio t, dt
es el trabajo relacionado con el control de la contami-
nacion, a>0 es larazén relacionada con el crecimiento
econdmico, b>0 es el coeficiente de control

tecnolégico de la contaminacion; y planeamos el
siguiente problema de optimizacion:

At+l = bdt (15)

ct+ 1)

max,CI B >0
(Ct+1 2b y

(16)
Sujeto a kt+1l + dt = wt

ct+i = rtkt+l
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Por el método de multiplicadores de Lagrange
encontramos que la condicion de primer orden para
(16) es

AL N

n+i = —-jf-nm 47>
Entonces teniendo en cuenta (15), (16), (17) y (5)
resulta el siguiente sistema dinamico,

L s
B’[—(-J-::':-I ----bk t+1
(18)
f akt- b[f(kt) - ktf'(k t)\
b 2A

asumiendo que la funcion de produccion es
f(kt) = ktr(kt) + w(kt) y (18) estalque
kt+i = k¢ y kt+l = G(fct)

Resolviendo y estudiando su estabilidad en tomo de

k = 1 através delasiguiente ecuacionvariacional,
dk,t+i
resultaque: ™M < 1/ k — 1 esestable; X = —1

en k = l1hayunabifurcacion de tipo Flip, estoes
G2(kt) = kti“~n DG2(1) = 1.

b) De captura de poluciéon consideramos un umbral
critico.

En este caso consideramos una funcion de produccion
de tipo logistico como la siguiente,
f(kt) = ¢fef(m - kty

kt < m, (20)

donde podemos asumir que /? = r = 1 y parades-
pejar un proceso dinamico complejo, entonces resulta
gue (18) es el siguiente sistema dinamico discreto:

kt+l = Mfcf(m -

Kty 1)

Para (21) encontramos su punto critico kcque resuel-
va la siguiente ecuacion,

dkt+1
dkt (22)
M~Apkf_1(n —kt)r —rkj*(m — = 0,

ENTORNOS, No. 27. |Abril 2014



kb —f 1(fcc) y /c*eselpuntofijode/j estoes
/ (fc*) = k* .podemos asumirque kc < k*.

Enel caso de quefc* < k* setiene que kb < kcDe
otro lado sea km la maxima cantidad de capital
alcanzable en este proceso, esto es,

f(kc) = M(kc)P(m - kcy = km (23)

Resultando que / (fcm) = 0O vy por ello, tal como se
ilustrala siguiente grafica de (21) ,

K(t+ 1)

m

Figura 3. Crecimiento de la polucion con umbral

de lo anterior tenemos que,
O<kb<kc<km vy
f 3(kb) <kb< f(kb) < f 2(kb),

y por el Teorema de Li - Yorje, resulta que el proceso
(23) escadtico.

2. Hacia un método multidimensional y dinamica
con externalidades ambientales

2.1 ElProblemacon aportes pensiénales

Ahora consideremos el problema (1) sustituyendo las
siguientes restricciones de Blanchardy Fischer (1989),

Cit+ St+ dt<W t (24)

c2t+l < (I + Et(rt+l))st+ (1 + n)Et(dt+l),

donde dt+1l es el pago a la seguridad social en el
periodo t + | (lo mismo para i/f); con plenaprecision
del rendimiento de los fondos pensiénales

N(NMt+i) = dt+i, d G MJ

y se supone dt = ywt , ademas con la funcion de
produccion de (10)y de (11) obtenemos,
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dt = y(1- ak2. (25)
Entonces el problema de optimacion (1) con las
restricciones (24) y asumiendo que la funcién de
utilidad es el logaritmo natural se obtiene el siguiente
consumo éptimo:

1+6 1+ T

Cit = wt- ywt+ y——— wt+l .
2+6 1+ "t+l

(26)

En este modelo se requiere que los agentes tengan
perfecta prevision del salario futuro, esto es, en cuento
al trabajo marginal y capital marginal. Observamos
quesi rt+l = n ,entonces (26) es igual a (9) lo que
significa que en este modelo el consumo 6ptimo es
neutral con respecto al esquema de pension en el
estado de equilibrio.

El ahorro optimo (9), teniendo en cuenta las
contribuciones presentesy futuras es el siguiente:

1]
2+0 ¢

L +n)(l +6) j

d + re+1)(2+ &)
(27)

St:2+6wt

enelcasoneutral n = rt+l el estado de equilibrio del

ahorro s = ——— (¢ porello ad = —1. loque

2+0
significa que los incrementos para la seguridad social
es contrabalanceado por el mismo decrecimiento en el
ahorro.

En este modelo se reduce el ahorro a través de dos
efectos como se observa en (27): en el segundo término
por la reduccién de los pagos y la parte discontinua
de los pagos que son transferencias a los que norma-
Imente se retiran; el tercer término representa el efecto
sobre el ahorro debido a las contribuciones de los
proximos consumos de las préximas generacionesy es
la misma que la proporcidon de impuestos sobre la
némina del consumo corriente 1+0 , llevada a valor
presente Et(rt+1). 2+9

Eltamafio (n + 1) de la transferencia devengado por
un unico agente depende del nimero de agentes que
contribuyen en (t + 1) con respecto al nUmero de
agentes que se retiranen (t + 1) ,esto es, en econo-
mias con poblaciones declinantes o tasas de interés
muy altos, los agentes tienen que ahorrar mas para
asegurar los fondos de retiro 6ptimos.

Los efectos de los parametros sobre el ahorro total
o6ptimo sonlos siguientes:

ds* ds* ds* ds*
<0,

dn dr{;i >0-1é < °- w <O-

(28)
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Como la formacion de capital en este modelo es
financiado por el ahorro de los trabajadores, los
valores de acumulacién y el estado de reposo del
capital necesariamente disminuyen.

2.2. Calculode Equilibrioy su Estabilidad

Como en (7) teniendo en cuenta la deduccion sobre la
néminaobtenemos,

(s*t + dt)

@+ n) (29)

t+1

Sustituyendo el ahorro optimo, deducciones de
néminay beneficios futuros, obtenemos

(1-r)

Kt — o oy +m) " F

(1+0)

(1 + rt+1)(2 + 0)

(30)

Wi+ .

Sustituyendo los valores del beneficio maximo para
precios (26) se obtiene la siguiente relacion implicita
enlugar de larelacion explicita de (12),

fd'(1- a)(1- r)(1+ akf+l)
(31)
— (t + n)[fct+1(2 + 9) +

Af+l(a(2+ 9)+ r(1- a)(l + 0))]

de la cual deducimos que la ecuacién para la dinamica
inversaes la siguiente:

1+ n)(fet+1(2 + 0) + ”t+1[a(2 + O) + r(l - a)(1+ e)])I*
L-a)(1- r)(l + afef+il)
(32)

Entonces los equilibrios son: = 0 ,ylasolucionde

—(po9-1fc2a—2 +

(a+r(l +n)( - a)(l+0)p_1

(33)
—(apa)~BCTka~1+ 1= 0

donde
p=1[a(l-a)(1l-r)]-1, o= [(1 +n)(2+ 0)]
y p>a>0.

Haciendo Z = ka 1 , observamosque a —1 < 0
y obtenemos el siguiente polinomio,

z2—{apa+r(l + n)(l + a) (34)

(1 +0)p —a-1)z —per — 0O
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cuyas raicesz 2y z 3estan relacionadas en la siguiente
formula,

il-a

k23 - (35)

VZ2,3,

Observamos que el discriminante de (33) es no
negativo, por ello del teorema Descartes aseguramos
gue hay dos raices reales, una positiva y una negativa,

z2> 0 y z3 < 0 ;eltercerestado dereposo es

k3 ~ yz~J el cual puede ser real o complejo,
dependiendo de (Xy es imposible estudiar la dinamica

entorno de este equilibrio, porque dependedesi 1
esparoimpar. I-a

Por otro lado, encontramos los efectos sobre el estado
de reposo k2de los parametros teniendo en cuentalos
rangos permitidos, son:

dk2 dk2 dk2 dk2
<0, —7<0, —~<0, —~<0,
dn do da dy

tal como se esperaba, al variar el parametro de
produccion, alta tasa de crecimiento poblacional, altas
ratas de discontinuidad y altas tasas de impuestos
sobre la nédmina, induce bajos valores de estado de
reposo para capital per-capita.

El autovalor de la dinamica futura es el inverso del
autovalor de (32), porque larelacionentre kt y kt+1
esunoauno,y ademas dkt+11

dk Ifci "

esto es, k1 es un repulsor; y para un rango de
parametros aceptable se tiene que dkt+l
dkt

es monétona, luego k2 es un atractor local, por ello se

tiene que en el_cuadrante (kt, kt+1) el dnico estado
dereposo es k2dependiendo de laevoluciéninicial

kom si kO < k2 esatractor- kO > k2 esrepulsor.

4+ ©o°

2.3. Problema De Optimizacion Con La Extemalidad
CausadaPor LaPolucion

El modelo con ocio estudiado por Medio (1992), los
jovenes difieren del consumo, 1?i (Zt) esla desutilidad
donde It es la parte de este trabajo gastado en for-
macion durante el primer periodo de lavida; u (ct+1)
es la utilidad del consumo en el segundo periodo de la
vida, Rf = 1+ rt es el factor de interés para
un solo bien.

En este caso la condicion de equilibrio es mas
compleja,
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kt+i ~ kt —Vt ~ cit ~ c2t (36)
donde C2t = st-1l es el desahorro de los jubilados, y
para funcién de produccion usamos el Teorema de
Euler para funciones homogénea de primer orden, (36)

se convierte en, ”ft-i-'I _ H&
= rtkt + WtNt- Ntct- (1 -
= Ntst+ rtkt- (1 + rM-iSt-:L. (37)

En este caso los jovenes en el periodo enfrentan el

siguiente problema de optimizacion:

max W = u (ct+l) - v(It)
Sujeto a,
kt < wtlt (38)
ct+l < Rtkt
c,w,u,vV,R, E IRtk E Rq st= kt

donde u (.) Yv(-) soncontinuasen [0,00]

con u'(ct+l) > Oy u”(ct+l) < O; v'(lt) > O,

v'(1t) > #lim”~oov'(/t) = +00,lim ~0t;'(/t) = 0.

Lacondicion de primer orden parael problema (32) es,

= V (It

dut (39)

ct+l = Rt+iwth =

Sustituyendo la primera restriccion de (38) en la
primera ecuacion de (39), tenemos la condicion
necesariay suficiente para la existencia de la solucién
6ptima {c*, I*}t donde

UXct+l) = v(It), i/(ct+l)

= Ct+lu'(ct+l), V (It) = ,
si 1i-1existe la dinamica futura es determinada por f
definido asi,

( ct+1 = fut),

If = “0)

u-nvat)]-

en particular suponemos que la relacion de tecnologia
es del tipo Leontief con una labor It aplicado en un
periodo previo, yt = min[Zt, bkt+1] ; entonces
asumiendo el pleno empleo de los factores se tiene

h+l= h = bkt_1
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Como lafuncién de utilidad esiso -eléastica, asi como la
disualidad, podemos asumir que,

Mg

w(ct+l) = , 0 < a < 1 (41)
a
1P
de (39), (40) y (41) obtenemos que
(42)

Ct+1 = 1f m

Entonces la dinamica futura de este modelo
econdmico, se determinapor el siguiente sistema,

cH = i? (43)

h+i = —ct)

donde (43) tiene dos estados de equilibrios, E1= (0,0)
y E2 es el primer cuadrante.

Ellinealizado de (43) enE2 es, / Bb —1)>

ab
b

cuyaecuacion caracteristica es

X2 —Traza(/)2 + det (/) = 0

entonces paraque W\ < 1y \A21< 1

y setiene las siguientes condiciones:
(i) 1+ Traza(/) + det(/) > O,
(i) 1+ Traza(/) + det(/) < 0,
(EEE) 1—det(/) > 0.

(44)

Si(i) esigualacero, A+ = —1, esunabifurcacion tipo
Flip; es una bifurcacién tipo Fold si (ii) esigual a cero;
esbifurcacion del tipo Neimar -Sackersi det(/) = 1

De los valores de parametros para (43) la Unica
condicion que puede fallar es (iii).

si k=-y iib—id—1>Q  entonces i es
estable; delJacobianoen Ej con det/= 1, ana-
lizamos la bifurcacion efe este equilibrio en las

regiones (¢, fc) delimitadapor las curvas”™ y h2:
h~b.fj.) = 11b - ji- 1= O,
b2
h2(b,n) = g— j -4fi = 0,

donde h2 es la curva que corresponde el cambio de
valores propios de reales acomplejos.
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3. Sistemas dinamicos con la extemalidad de la
polucion

Pero la utilidad derivada del consumo en el segundo
periodo ct+l es inseparable del indice de concen-
tracion del gas invernadero CO2, At, D. caos y otros
2011, por ello en el problema (38) se debe maximizar
au(ct+l,At)-v (I t).

A fin de evitar una complicacion excesiva,
supondremos que solo existe unbien, el cual se puede

consumir o acumular en forma de capital y la
tecnologia empleada se describe con la siguiente
funcién de produccién del tipo Cobb-Douglas,

-a

Vt = RK@(AtLt)' ~

Con respecto al nivel preindustrial k ; la interde-
pendenciade lautilidad del consumo u (ct+1)

con respecto At es formalizado por la variable de "la
razon de discontinuidad" g (~ t) = él .entonces,

1+ 0(AY)

representa el multiplo del nivel pre-industrial, con
medida comUn del cambio de la duplicacién de la
conservacion en el cambio climatico, que es

log2(l + 6(AY)) |
el efecto individual en este problema de optimizacion

se incorpora tomando el reciproco del factor de
discontinuidad,

U (,Ct+1)
1+ 6{AY)

(45)

Seguin Conwey (2003) después de duplicar el nivel pre-
industrial de CO0 2la atmosfera no puede adsorber las
emisiones; para fe = 280 partes por millon el limite
regulable de At es 100 el factor de discontinuidad
ambiental tiene el siguiente rango

025 < (i + ey1l< i (46)
El indice ambiental entra en el problema de
optimizacién a través del factor de discontinuidad,
entonces de (40)y si <j]-i existe, tenemos

= V(jt) , ct+1 = fK.At),

1+ &{At)
f = U~1(1+ 0G4t)V(Zt)]

(47)

La unidad laboral per-capita para h y como la
produccion requiere la entrada de un factor de energia
representado por las emisiones zt ,conocidacomo la
produccion de extemalidades la cual depende de la
inversa del periodo anterior, bkt+1l .Laproducciéon
per-capita se aproxima por la siguiente relacion de
Leontief,

Xt = min[/t,bkt_Itpzt], (48)
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donde las constantes referidas a procesos de
produccion a corto plazo; 1, b,p son respectiva-
mente: la produccion total per-capita por unidad de
labor, unidad de capital y contaminaciénp > 0 .Este
ultimo parametro indica que tan "verde" es la
produccion tecnolégicay juega su papel importante en
la existencia del equilibrio sostenible

Xt = It= bkt_! = pzt, (49)
de las dos expresiones intermedias resulta que
k+i = b(lt ~ ct), (50)

donde estamos asumiendo que: el mercado es per-
fectamente competitivo, los factores de produccion
reciben sus productos marginales, y el capital se
acumula solamente en un periodo.

Con respecto a la emision de contaminacion, al
principio de cada periodo el nivel adicional de
emisiones acumuladas es equivalente al "stock" el cual
no ha sido captado por el sumidero natural, mas las
emisiones corrientes. Sea m la captacion del océano y
la atmosfera es una proporcion de las emisiones
acumuladas que permanecen en la atmoésfera después
de un periodo. Sea N la poblacién constante y las
emisiones son agregados como zt = ztNt y conver-
tido por un factor O de grandezas de la emisiones en
partes por millon. Con estas hipétesis el proceso de
acumulacion de concentracion atmosférica de la
polucién es la siguiente:

At+l = (1 —m)At+ ON —,
P

O<m< 1, (51

k
debido a(49) donde ztha sido sustituidopor p . Se
ha supuesto que mes constante, pero en el Gltimo siglo
el Panel Intergubernamental del cambio climatico,
IPCC (1994) , hacalculado que lafraccién en el aire
deCOo havariado del 15259 en 450PPM hasta
30-40% en 750 PPM esto es; la captacion no es
independiente del nivel de emisiones, y ademas que
existe un nivel de valor extremo en el cual deje de
funcionar tal absorcién, es un mecanismo conocido
como umbral que se expresa asi:

m(At) = 1 - — (52)
donde A representa el maximo de las adiciones a la
concentracion atmosférica para el cual ningan sumi-
dero puede reducir la fracciéon de emision, de (52) se
deduce que solo es de interés estudiarel caso At < A

Cuando no hay emisores debido ala actividad humana,
At = 0 elsistemanatural esta en equilibrio como en
el nivel pre- industrial y la captaciéon es completa, m=1
eneste caso (51) se convierte en,

A2 |

At+l= 4 + ON A At<A,f = ON. (53
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De (47) y (51) tenemos los siguientes dos modelos:
(54 a), la limpieza proposicional, o la de captura con
umbral (54 b),

cttl —/ (ItiA-t) (54)
h+l = b(lIt, ct)
At+l = g(At) + ( ga= (1- m)At,
=]
-dt
5 “ A
De (47) obtenemos el siguiente sistema (54 a) :
f o] 1
ct+l= 1f (1 + T)
h+l = b (1t—ct) (55)

At+i = (1 - rti)At+

p

cuyo origen es un punto de sillay el otro equilibrio
tiene las dos primeras componentes asi:

(c, i) = (i+em y ™. ©

dejando todos los parametros fijos excepto p, la
terceracomponentees ~ _ ji{A) con,

— 2
k™ =Q

(*)(ir+ 00)F~ (5

el valor del estado de reposo de los poluentes es
determinado por la intercepcién deh (A) = 2¢4conla
curva j(A) >el lado derecho de la ecuacion (57) este
estado ae reposo existe porque hy j son continuas

h(Q) < y(0) yP313Agrande setiene

grande) ™ 7(Agrande) , ademas este equilibrio es
Gnico porque h tiene pendiente positivay j(A') tiene
pendiente negativa.

Como en (44) estudiamos la estabilidad a partir de las
raices de la ecuacion caracteristica

P(A) = A3+ (-TrazaJ)X2+ a2X- Detd = 0
estoes, A3+ atA2+ a2X + a3= 0,

donde cl2 = ~M-2 + NMA3 + A2A3

para A¢, i1 G {1,2, 3} , las raices del polinomio ca-

racteristico. Las bifurcaciones aparecen cuando

P(l) = 0 parai), P(—1) = 0 para/i)

ENTORNOS, No. 27. |Abril 2014

P(l) —(1 —a)Q(l), Q polinomiocuadraticocon
raices complejasy d2p ~ _ _ paraiv), estaudltima

di* VAL
esunacondicion de transversalidad.
De lo anterior se tienen las siguientes condiciones

que simultaneamente garantizan la estabilidad del
equilibrio:

(1) 1+ % + a2— a3> 0
() 1—% + a2—a3> 0
(iii) —a2+ a3— a3> 0
(iv) 3—a2>0

y como en (44), la condicién (iii) no es verificable la
cual hace que se pierda la estabilidad de = (0,0,0)
en una bifurcacion del tipo Neimar - Socker, cuya
dindmica es localmente invariante en la variedad
central, como seilustraenla siguiente figura

Finalmente consideramos el sistema (54 6),
i
P Ay

h+l —b(lIt ct)
h (58)

Este sistema tiene en E+ = (0,0, 0) im punto silla,
ademas cero o dos equilibrios en el octante positivo
con los siguientes dos primeras componentes,

co=((" S 1 +*0))
~F(NnrT -~a” +en)~p=s
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Lacomponente A eslaintercepcion de las dos curvas
hyj con

h(A)=AA-A2= "t pA) =j(A)

para todos los posibles valores de 0< p< 1 ,
dependiendo de tp es posible que tal intercepcion no
exista y para algunos valores de parametros sea
tangente.

Teniendo en cuentalas condiciones de inestabilidad (i)
- (vi) para encontrar los estados de reposo no
hiperbdlicos tenemos que (i) siempre se cumple;
cuando la intercepcion entre las curvas hyjes Unicay
no transversal, no se tiene la condicién (i), es una
bifurcacion de tipo Foldy se puede perder la condicién
(iv), esto es, puede ocurrir una bifurcaciéon de tipo
Neimark - Socker.

Conclusiones

En este trabajo hemos estudiado un modelo econé-
mico que se explica mediante un sistema dinamico
involucrando las variables de trabajo, capital y
externalidad de la contaminacion del aire causada
por la actividad industrial. Hemos analizado dos
modelos considerando el autocontrol de la atmosfera,
proporcional o considerando la capacidad del umbral
de captura; lo cual se expresa mediante un sistema
de tres ecuaciones en diferencias; de ellos hemos
estudiado sus equilibrios, estabilidad y bifurcaciones.
En particular, se detalla las bifurcaciones de
duplicacién de periodos y la existencia de una orbita
periddica de Hopf que aparece significativamente en
estos modelos de la economia matematicay son mayor
complejidad en la frontera de estas bifurcaciones,
dependiendo del parametro p > O ,queeselindice
de emision de contaminante por unidad de
produccion. Si no traspasamos el autocontrol de la
atmosfera, en la practica significa que es posible
establecer politicas parareducir el efecto invernadero.
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