Bifurcaciones en sistemas de redes neuronales

Mauro Montealegre Cérdenas?; Jasmidt Vera Cuenca? y Edgar Montealegre Céardenas®

Resumen

En este trabajo se exploran los conceptos de los sistemas dindmicos que explican las sinergias en las redes neuronales
biolégicas modeladas con la ecuacion de Morris-Lecar, segin se asume que las neuronas o grupos de neuronas sean
osciladores, 0 no, en los niveles celular, sinapsis neuronal o conectividad de la red. Para los subsistemas para tiempo
rapido se identifican las soluciones singulares y las soluciones “Burstings”. En este sistema dindmico de complejidad
jerarquica los parametros son las variables del subsistema lento. Para explicar inestabilidadades y transitoriedades
se usa la teoria genérica de las bifurcaciones que caracteriza aspectos mesoscopicos de la conectividad de la red y
filogénicos sobre los cambios tipicos de comportamiento. Se extiende este estudio a modelos de redes neuronales
artificiales recurrentes, en particular al modelo de Hopfield.

Palabras Claves: Redes Neuronales; soluciones singulares; soluciones “burstings”; ecuacion de Morris-Lecar; modelo de
Hopfield; Bifurcaciones; nivel mesoscopico; complejidad jerarquica

Abstract

This paper explores the concepts of dynamic systems that explain synergies in biological neural networks modeled
with the Morris-Lecar equation, assuming that neurons or groups of neurons are oscillators, or not, at the cellular,
neuronal synapses or network connectivity. For the fast-time subsystems, unique solutions and "Burstings" solutions
are identified. In this dynamic system of hierarchical complexity, the parameters are the variables of the slow
subsystem. In order to explain instability and transience, the generic bifurcation theory that characterizes mesoscopic
aspects of network and phylogenetic connectivity over typical behavioral changes is used. This study is extended to
models of recurrent artificial neural networks, in particular to the Hopfield model.

Keywords: Neural networks; singular solutions; "burstings" solutions; Morris-Lecar equation; Hopfield model; Bifurcations;
mesoscopic level; hierarchical complexity.

1. Introduccion

A partir de los resultados recientes sobre la Matematica Neuronal, se ha realizado un estudio de las sinergias en las
redes neuronales resaltando la emergencia de la complejidad por mecanismos de auto-organizacion en circunstancias
cambiantes, explicada estructural y funcionalmente a partir de las interacciones entre las variables de estado
dependientes de los pesos sinapticos; se ha estudiado también sus caracteristicas filogénicas descritas en el espacio
de pardmetros que se formalizan en sus bifurcaciones genéricas, también llamados factores de inestabilidad y
transitoriedad.

Este articulo se refiere a las ecuaciones de Morris-Lacar (Bard Ermentrout & Terman, 2012) que involucra un
sistema dindmico en tres dimensiones, con un Unico equilibrio auto-conectado mediante una 6rbita homoclinica con
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una variedad estable unidimensional y una variedad inestable de dos dimensiones, cuya dinamica es propuesta en
(Montealegre, Montealegre Cardenas, Vera cuenca , & Montealegre Cardenas, 2015).

Se destaca que las neuronas individualmente exhiben patrones de disparo mas complejas que las descargas
repetidas, son las oscilaciones explosivas también denominados “Burstings”, que se caracterizan por una fase de
silencio alternada con una fase activa de oscilaciones réapidas, para ello se requieren al menos dos mecanismos
biofisicos: un mecanismo responsable de la generacién de adicion y un mecanismo de modulacién lenta, que se
modelan como perturbaciones singulares (Izhikevich, 2007), dependiendo de mdltiples escalas de tiempo.

Se relaciona con detalles los niveles jerarquicos de los sistemas dindmicos correspondientes a las redes neuronales
en los niveles de: propiedades intrinsecas de células en la red, propiedades sinapticas de conexion entre neuronas y
la topologia de la conectividad en la red. Las dos primeras tienen multiples escalas de tiempo y la dinamica celular
depende de las variables de disparo en los canales. Una célula puede tener variedad de patrones de encendido: disparos
repentinos, estallido de oscilaciones y dindmica caética. Las sinapsis globales que pueden ser excitatorias o
inhibitorias determinan cémo una célula, o grupos de células, influyen en las otras, lo cual se denomina la plasticidad
del sistema. Las diferentes clases de arquitectura neuronal hacen que la conectividad sea esparcida o densa, aleatoria
0 altamente estructurada.

También se tratan aspectos interdisciplinarios de la dindmica del aprendizaje de las redes neuronales artificiales,
como es el caso del modelo neuronal de Hopfield (Hopfield, 1984) que modelan las maquinas de Boltzmann descritas
(Siri, 2007) y en (Bard Ermentrout & Terman, 2012).

2. Dinamica Unicelular
2.1, Ecuacidn del potencial de accién

La relacién entre la carga almacenada y el potencial es g = CyVy , con una constante de proporcionalidad Cy,

llama la especifica, izqp = cy d;#. Si gk es la conductancia de un solo canal de K y la corriente iénica a través de
este canal es [y = §x(Vyy — Ex). Aqui Ex es el potencial de Nernst K*. La fuerza impulsora es Vy, — Ex Y Iy =
gx(Vy —Ex) = VMr_EK. La ley de Kirchhoff conduce a la siguiente ecuacion diferencial (1) sobre el potencial de
membrana: ‘

av, (Vy — Ex)
Cm d;w:_ MTK d = —gx(Vm — Ex). (1)

Este potencial depende de la variable espacio-temporal y con corrientes 6hmicas debidas a los canales abiertos
para K*,Na* y CL™, entonces la corriente de fuga I, es dada por —l e (x + Ax, t) + Iigne(x, t), cON I, = Iy, +
I, - Esto produce la siguiente ecuacion (2) del potencial de accion,

aVy a 0%V
MW = ;W — gk (Vy — Ex) — gNa(VM - ENa) -9.(Vy —E). (2)
2.3 Modelo de Morris-Lecar y Bifurcaciones

El sistema de Morris-Lecar (3) descrito en (Izhikevich, 2007) despliega alta complejidad dinamica a partir de las
siguientes ecuaciones,



Cuv = Iapp —9.(v —E) — ggkn(v — Ex) — geaMo (V) (V — Eca) = Iapp — lign(v,n)
. _ #(no(w)-n) (3)
n = ———
Tn(V)

1

Mo (V) = > [1 + tanh (%)], T, (V) =

1

W,nm (v) = %[1 + tanh h (w)],
4

Vg

donde v;, vy, v5 y v, SON los pardmetros de voltaje. Este modelo genera los siguientes cambios de comportamiento
o0 bifurcaciones (Geovearts, 2013) y (Kuznetsov, 2004):

a. Las bifurcaciones de Takens-Bogdanov descrita en (Hastings, 1976) que tiene la siguiente-forma normal.
{ u=v

) ,SI o < 0 essupercritico.
v =a+ bu+u?+ouv P

. . ;- . . L - son . 1
b.  Bifurcaciones homoclinicas del tipo silla para una orbita critica en I, = Iy con periodo T ~In(

). La
Iapp_IHc

forma normal para este tipo de bifurcaciones homoclinico depende de la cantidad A, + 1, en el punto de sillay
es (A, + 1, < 0 en el supercritico.

El sistema Morris-Lecar también exhibe patrones complejos denominadas oscilaciones explosivas, “bursting
oscilations” (Bard Ermentrout & Terman, 2012) que involucra perturbaciones singulares para € > 0, pardmetro
singular pequefio. Las soluciones “burstings” generalmente comienzan o terminan en puntos homoclinicos. Como
ejemplos de “bursting” tenemos:

a. “Bursting” de cuadratura de onda.
El modelo Morris-Lecar relacionando con una tercera ecuacion singular genera un régimen homoclinico con

parametro Igpp, lapp = Inom O lapp = Isy Y tiene un comportamiento biestable de (4) denominado histérisis, se
expresa mediante el siguiente sistema:

d
(CM d_: = —gcamoo(V)(V - Eca) + gxkn(V —Ey) — g, (v — EL) — Ixca + lapp
dn  $(n.(v) =)
J dt T, (V) )
d[c,
l Eit ] = 8(_‘Lllca - kca[Ca]) )

La corriente de calcio dependiente del potasio es Ixcq = 9rkcaZ(V — Ex), grea €S la conductancia maxima para
esta corriente y z es la variable de compuerta que relaciona la concentracion de calcio [C,] en la membrana.
Observamos comportamiento cadtico en A = k.. Este “Bursting” es ilustrado en la figura 1.
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Figura 1. Bifurcaciones del tipo “Square Wave Bursting” puede generar caos (Montealegre Cardenas , Londofio
Betancourth, & Polania Quiza, 2012)

b. “Bursting” parabdlico.

Si a los modelos los relacionamos con 45 = geasS (v — E¢y), la cual depende de la variable s y s, (V) =
0.5 (1 + W) obtenemos el siguiente sistema (5),

(CnV = —I, — I) — ICa —Icas — Ikca + Iapp
$p(ne(v) —n)
T,(v)
Yded 5)
dt e(—uleq — kealCol)
. (@) —5)
§=—-———=;

Ts

\

Que cual tiene 2 variables rapidas, V y n, 2 variables lentas [C,]y s

. Usando esta descomposicién sistema
rapido/lento estudiamos primero la dindmica lenta mediante el siguiente cambio de variables T = et, que sustituimos
el siguiente sistema generalizado,

{ x = f(x,y) , disparos rapidos
y = £g(x,y) , modulacién lenta ’

donde x € R™, y € R?.En e = 0 obtenemos el siguiente sistema (6),

0= f(xy)
Y gy ©
dr 9wy

Observemos que la primera ecuacion dice que durante la fase de silencio la solucion singular esta por debajo de la
superficie de puntos fijos. Se soluciona la primera ecuacion como x = x,..(y) Y se reemplaza en la segunda para
obtener (7),

Y _
I 9t ), y) (7)



este es el subsistema reducido para estudiar la dinamica lenta hasta la fase de silencio.

Asumiendo que y = (y;,y,) esta en la region donde existe ciclos limites estables del sistema rapido, hacemos
Xper (t) Una solucion periddica con periodo T'(y), y consideramos el siguiente sistema promedio (8),

d 1 T()
=10 =105 | 9l @0 @

considerando las dos variables lentas y; y y, como parametros, haciendo una de las variables lentas como
constante. El diagrama de bifurcacion resulta una curva de puntos fijos y una curva de Orbitas periddicas que se
originan en un punto de Hopf sub-critico y la transicion al caso supercritico, denominada bifurcacion de co-dimension
2 del tipo Bautin (Kuznetsov, 2004).

3. Dinadmica Multineuronal

3.1 Acoplamiento fisico, oscilaciones neuronales

De (Brown, Mahetius, & Holmes, 2004) tenemos en R™ la ecuacion diferencial % = F(x) con una solucién

periddica X (t) de periodo T , orbital y asintéticamente estable, representada como I' y parametrizado con la fase, e €
[0,T), que llamamos ©(x), paracada x € T.

SiT es asintéticamente estable, se define la fase de y, puntos en una vecindad de T', entonces ©(x) = O(y), pues
si Xe T, entonces || X(t; x) — X(t,y)|| —0 cuando t—oo, esto es decir estas soluciones son indistinguibles.

El conjunto de y que tiene la misma fase asintética es llamado el is6crono de T, conjunto denotado como N (x),
conjunto que resulta ser invariante, esto es, si y € N(x),X(T,y) =y’ € N(x), y - y’ es mapeo de Poincaré para T
sobre la seccidn transversal N(x) , la cual toma exactamente un tiempo T .

Una pequefia perturbacion para el campo de vectores con fase ¢ lo lleva a la nueva fase ¢’ , generado la Curva de
Transicion de Fases (CTF), ¢ = P(¢),una funcién inyectiva del intervalo [0,T) en si mismo. Para las
perturbaciones la Curva de Reacomodacion de Fases (CRF) es la diferencia entre la nueva y antigua fases,

Ap)=¢ —¢d=P()—¢ (9)

, . . d . .
La curva CRF esta relacionada con Ty satisface d—j =1.Si T’ <T entonces el estimulo hace avanzar la fase.

Relacionamos la curva CRF con la funciéon 0(x), x = X,(¢) € T, T parametrizado en X, (t) con la fase ¢ € [0,T),
esto es, O(x) = ¢.

Una perturbacion del campo y € R™ produce ¢’ = ¢p(x +y) = ¢ + V,,0(x).y + O(|y|?), esto significa que
A(¢p:y) = V,0(x).Siy = (a,0,...,0) entonces CRF es la primera componente del gradiente de la funcion de fase
0(x) evaluada en X,(¢) y la notamos como Z(¢) = V,,0(Xy(¢)) .

Sea X, (t) una solucion limite T-periodica y la matriz n X n A(t) = DF(x)|x, (), entonces la solucion del
sistema lineal resuelve el siguiente operador L (10),

2O _ 4@0)y(r) = Wy)(©) =0, (10)



dy(t)

Suadjuntoes (L"y)(¢) = ——

— AT y(t), Z(¢) satisface este Gltimo operador.

. . . . S has dX(t .
Si X, (t) es un ciclo limite estable, el espacio nulo de L es generado por un multiplo escalar de % y el espacio

nulo de L* en el espacio de la funciones T — periddicas en R™ multiplos de Z(t), que satisface ©(X,(¢)) = ¢ y por

ello Z(d))%;@ =1,es L'Z = 0. Para estudiar la estabilidad de la solucion, hacemos L*(y) = 0 que se resuelve
y

integrando para tiempos negativos, la ecuacion % = —(A(t))T. En coordenadas de faces ¢ € [0, T), para una
cantidad Tr, obtenemos M (11),

Pns1 = n + A((pn) + Tf = P((.bn) + Tf = M(¢n) (11)

donde P(¢) es el mapeo de transicion de fase (PTC); P'(¢p) = 1 + A'(¢). En lugar de considerar ¢,, con respecto a
T, la dejamos evolucionar en la recta real definiendo la rotacion (12) de la siguiente manera,

1¢,
= lim —— (12
p = lim —— (12)

Resultando que si en promedio p = 1, el oscilador completa un ciclo por estimulo, es 1: 1. Si p = 2/3, entonces
el oscilador completa dos ciclos para cada tres de los estimulos,2: 3. Estas soluciones resonantes resuelven el
siguiente Teorema de Denjoy:

Teorema. “El numero de rotacidn esta bien definido; es decir, el limite existe y es independiente de la condicion
inicial. Por otra parte, si M(¢) es dos veces continuamente diferenciable, entonces:

1. pesracional siy solo si M(¢) tiene una Orbita periddica de un periodo: ¢4y = ¢p,mod T.

2. pesirracional siy solo si cada orbita {¢,,} es densa en el circulo.

3. p esuna funcién continua de los parametros en la funcién M.”

3.2. Plasticidad

Corresponde al proceso hace que el cerebro desarrolle nuevas habilidades a lo largo de la vida (Erdi, 2010)
estimulando aprendizaje no trivial. La plasticidad se define usando la concentracion [T] de transmisores liberados en
la hendidura sinéptica para un pico presinaptico. La plasticidad s (t), que es la fraccion de canales abiertos, satisface

la siguiente ecuacion probabilistica (13) :
ds

2 = @7 = 5) —ags .(13)

Sit =ty [T]saltaa [Tya.] €nt = t;, [T] cae de nuevo a 0. Entonces

1

S(t = tg) = Seo + (5(to) — Seo)e"ETE/Ts,| t0 <t <ty S = —rm_y 7 = . s(t) decae hacia

ArTmaxtad ArTax+aq
s(t) = s(t;)e~%=t) hasta obtener (14),
Tmax
[T](Vpre) = V. —V (14)
pre T
1+exp (— K—)
14

La corriente para este tipo de sinapsis €s Iy, = Jgap (VpoSt — Vpre) donde gg,, es la conductancia.



En general la plasticidad puede producirse en una actividad que puede expresarse mediante el siguiente sistema
(15),

T— = F(au —cz)
a (15)
& R(u,z) —z

tat '

T, >> 1, F es el potencial de accion y R(u, z) es la adaptacion por excitacion que no excede 1. Un modelo més
realistaes R(u,z) = aF con R(u,z) = aF (1 — 2).

En las siguientes secciones de la 3.3) a la 3.6) de este trabajo seguimos a (Ermentrout & Terman, 2012), dado que
este autor usa con apropiadamente el paradigma ondulatorio para describir la complejidad de los procesos de
aprendizajes sinapticos (excitatorio o inhibitorio).

3.3.  Acoplamiento quimico: sinapsis excitatoria o inhibitoria.

Arquitectura de una red neuronal puede ser global o local, densa o espaciada, aleatoria o deterministica, en general

se modela una red neuronal que se puede representar con grafos, acoplada fuertemente segun el siguiente sistema
(16):

(dv; . .
d_tl = fi(vi, W) — Géyn <Z Wij5j> (Vi = V)
J
X dw; 16
dtl = egi(vi, wy) (16)
ds;
. d_tl=a1(1_si)Hoo(vi_VT)_IBSi

donde i,j son 102 coni = j. Asumimos que las células son heterogéneas en el sentido de que las funciones no-
lineales f; y g; dependen de i ; algunas células son excitatorias y otras inhibitorias; los pesos sinapticos W;; son las
probabilidades de que la célula i se conecte con la célula j. Asumimos que las células estan en un dominio D y v(x, t)

el potencial de membrana en la posicién x en el tiempo t.

Después de un reescalonamiento apropiado el sistema anterior se puede expresar como (17) asi:

(dv

== Fwl ), w(x, 0) = gsynW(x,©) —syn) | w(x,y)s(x, t)dy
yeD
3 Cfi—‘;/ = eg(v(x, t), w(x 1)) a7
d
\ d_j = a(1 = $)He (v(x, £) = V) — Bs(x, )

Hacemos ¢(v,w,s) = f(V,W) — gsegS(V — Vsyn), aSi Si g,y €S acotado, cada Cs = {¢(v,w,s) = 0} es una
curva que tiene forma cubica, para las cuales expresamos el lado izquierdo de Cs como {v = ¢, (v, w, s)}y su derecho
como {v = ¢r(v,w,s)}. Donde H,, es una funcion de escalén unitario, funcidn de Heaviside, H,,(v) =0 si v <0
y Ho(v) =1 siv>0.



3.4. Propagacion de ondas

Ahora estudiamos el patrén de propagacion de ondas considerando dos capas de neuronas, una excitatoria y una
inhibitoria. Para ello suponemos que la interaccidn de cada capa es modelada mediante el siguiente sistema (18),

dv

E = f(vl h)
dh (18)
i eg(v,h)/t(v)

La v-isoclina tiene forma cubica "al revés", porque la variable lenta h representa la disponibilidad de la T-corriente
interna, en lugar activacion de la corriente de potasio. Si una célula recibe la entrada inhibitoria, entonces esto eleva
la v-isoclinay la célula se mueve hacia el nuevo equilibrio, la curva v-isoclina vuelve a la posicion original (s = 0),
queda (v, h) por encima de h,;,,,,. (Ermentrout & Terman, 2012) y corresponde a una onda denominada “indecisa”.
3.5.  Ontogenia: Frente de ondas

La excitacion recurrente hace que las neuronas vuelvan a disparar después de los disparos de las células vecinas,
por ello la corriente sinaptica esta dada por la siguiente integral (19),

Igyn (x,1) = ( f_ Jx = y)s(, t)dt> (V(x,y) = Veyn) (19)

donde J describe las fuerzas de las interacciones dependientes de la distancia y s(x, t) satisface (20) una ecuacion
diferencial de la forma

d
Tsyna_i = —s+ f(V)h(s) (20)

la funcion f (V) es cero, a menos que el voltaje este por encima de cierto umbral, h(s) =1 —s o0 h(s) = 1.

3.6. Filogenia: Generacion sinaptica de pulsos.

Para convertir el frente de ondas en pulsos (21) se inyecta gradualmente corrientes negativas, lo que se consigue
adicionando dos corrientes lentas: la excitacion sinaptica y la adaptacion,

Islow(x' t) = _gsynstotal(x: t) (Vsyn - V(x' t)) - gzZ(Vz - V(x' t)) (21)

donde la corriente sinéptica (22) satisface el siguiente sistema,

ds
Toyn == = —s + f(V)h(s)
I ot (22)

dz
rza =—z+f(V)(1-2)



f-(V) es cero a menos que la neurona se despolariza suficientemente y 7, es la constante de recuperacion lenta. La
corriente total en una célula es dada por Isjow (%, ) = IreyStotal (X, t ) + I,z(x, t), donde Irey = Gsyn(Viest — Vogn) >
0, I, = g,(Vrest — V) <0, stora1 €S la entrada total en x de otras células, la red es el siguiente sistema (23),

(rsyn%i’t) = —s(x,t) + asv(x, t)h(s(x, t))
TZ% =—z(x,t) + a,v(x, t)(1 —z) (23)
L v(x,t) = FlleoJ(x) *s(x,t) + I,z(x,t)]

Se puede asumir que € = Ty /T, < 1 €ON gy, = 1 con una solucion de pulso,(s (x, 1),z (x.t)) = (S(£), Z(£)),
donde ¢ = x —cty c es lavelocidad de la onda viajera.

4. Redes neuronales artificiales

De (Bard Ermentrout & Terman, 2012) y (Cohen-Grossberg, 1983) relacionamos un modelo para la conectividad
de las redes neuronales basado en la densidad de disparos del sistema, u;, dependiendo no-linealmente del potencial

somatico, V;(t), u; = F;(V;(¢)) donde F la funcion logistica. Asumimos un modelo de red neuronal recurrente con
parametros B , la entrada y a, la fuerza de las conexiones, con Z—Lt‘ =—u+F(au+p), Flu) =0y F'(u) > 0.
(Figura 2)
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Figura 2. Bifurcacion homoclinica con equilibrio Silla-nodo puede generar ciclos inestables (Montealegre
Cardenas , Londofio Betancourth, & Polania Quiza, 2012).

La funcion F tiene un Gnico punto de inflexidn y puede surgir una bifurcacion silla-nodo en conexién homoclinica,
como se ilustra en la FIG 2, porque la derivada del sistema lineal es

-1+ aF'(au+p)=0.

Si a es grande, como F es invertible podemos resolver para 8. Un modelo con 2 poblaciones de neuronas se obtiene
el siguiente sistema (24) ,

{Tlull = —u; + Fi(wiiug + wypuy) (24)
Touy' = —uUy + F(Waruy + waouty)

SiF'j(u) > 0y wywyq > 0, lafuncion mas usada es F(u) = m



4.1. Redes no estructuradas

Las dindmicas de estas redes son modeladas en (Cohen-Grossberg, 1983), segun se refieran a tasa de disparos, la
primera (25), o de potencial de accidn (26), la segunda:

du
k
dv
T] d_t:] + U] = Z W]KFK(UK) (26)
k

4.1 Modelos para redes deterministicas de Hopfiel.

En (Erdi, 2010) se describe la actividad de un sistema neuronal recurrente que corresponde, primero a la dindmica
de aprendizajes de D. Hebb, el segundo es morfoldgico y es la dinamica intermodal con entradas y; y salidas dadas
por el siguiente sistema (27),

d,(t) = f(a;, Sij I;)
Si](t) = h(ai,a],SU) (27)
yi = 9i(a;)

Las interacciones entre las neuronas i — j se actualizan de acuerdo siguientes opciones (28), segun los niveles de
complejidad:

d
E(Wi](t)) = F(a;, @) = k.a;.a;, conjuncién

%(wi,(t)) = K(ay(t) — [a;(O(a;(t) — [a;(©)]), interrrelacional

(28)

Estos aprendizajes se inspiran en razonamientos: (Venturelli, 2015): deductivos, encontrando el efecto a partir de
la causa y la regla; abduccion, encontrar las causas con la regla y el efecto; Induccién, encontrar la regla con la causa
y efecto; hip6tesis heuristica, referente a la solucion a los problemas en estructuras simbolicas.

Si suponemos que el umbral para el error permanece constante, la actividad neuronal se puede resumir en siguiente
modelo en tiempo continuo de Hopfield (29),

dx % .
T A+ ZujB(J) x+ Cu (29)
j=1

donde (x(t)) describe los estados, conectividad sinaptica consignada en: aprendizaje que se registra en la matriz A;

el vector de parametros es (y = (y;)); la modulacién de la conectividad B4 y los parametros de entrada el vector C.
En resumen se obtiene en (30),
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( dx [y ()]

= ay1X1 t Q12X + €111

dt

dx,[y(0)]

—ar Az1X1 T Ap2Xp + Ap3X3 + b§21)3’2x1 + bg))’3x3 (30)
dxz[y(t)]
T = a3yX, + as3xs.

4.4, Redes estocasticas recurrentes de Hopfield.

Con respecto el modelo de las maquina de Boltzmann tomamos de (Siri, 2007) para la siguiente descripcién: sea
xim (t) €[0,1] la tasa de disparo promedio de la neurona i, en el tiempo t dentro del periodo de aprendizaje T,

N
X = [xi(T)(t)] e [0,1]".
i=1

Si la funcion F: RY — RN tal que F;(X) = f(x;) con f(x) = (1 + tanh(gx)/2) y w™ = W)¥,_,la matriz de
cargas sinapticas en la T-ésima época de aprendizaje, cuya dinamica (31) es,

XD (t+1) = FuM ()] = Fw®XD () + €] con xT*(0) = x(2),vi (31)

u®(t) es el “potencial sinaptico”, & = (&;), es el "patrén” a ser aprendido. La matriz de peso inicial w(™ se
p p ) i)i=1 p p p

muestrea aleatoriamente e independientemente con una ley gaussiana con media 0 y varianza 1/N; la matriz de cargas
sinapticas w ) contiene elementos positivos (excitacion), negativos (inhibicién) o nulos (sin sinapsis) y es asimétrica
( (T (T)). La red puede mostrar diferentes regimenes dindmicos: Caos, (cuasi-) periodicidad, puntos fijos.

Wi * wj;
Definimos la siguiente formulacidn genérica para las reglas de aprendizaje de Hebb (Siri, 2007) dada por (32),

wT*+D = 2w @ 4 %rm (32)

'™ es funcion h es Hebbiana, l“i(jT) =h (iim, JZJ.(T)); 2 € [0,1] es la tasa de olvido, si 1 < 1y T}; = 0 (las neuronas

pre- y post-sinapticas son silenciosas), una tasa caracteristica es y no hay olvido cuando A = 1, este valor de

llog(D)]
parametro corresponde a una bifurcacion silla-nodo de este sistema discreto.

5. Conclusiones

En este trabajo sobre sistemas de redes neuronales bioldgicas con herramientas neuro-matematicas, se agregé un
estudio de sinérgias a través de los factores de inestabilidad y transitoriedad, descritos con los métodos de la teoria
de bifurcaciones.

De las interacciones entre sus subsistemas de tiempos rapidos o lentos, resulté una complejidad jerarquica y auto-
organizada, que en circunstancias cambiantes corresponden, a nivel meso, la dindmica de grupos de neuronas
especializadas. Estas descripciones geométricas surgen en estas redes y han sido modeladas a través de las formas
normales de sus bifurcaciones.

Lo anterior permite establecer analogias entre las redes neuronales bioldgicas, operando con sus conexiones
sinapticas, con las dindmicas generadas por modelos recurrentes de redes neuronales artificiales, en particular con los
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modelos de Hopfiel operando con las reglas del aprendizaje de Hebb. Este isomorfismo facilita conocimiento de la
complejidad de los procesos cognoscitivos.
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