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Determinacion de los esfuerzos producidos por flexo-torsion

Caso de estudio: Analisis de las vigas metalicas de un puente grua

Efforts in beams subjected to torsion and bending
Case: Analysis of steel beam bridge-crane

Carlos R. Vallecilla Bahenal Myriam R. Pallares Mufioz2 y Julian A. Pulecio Diaz3

Resumen:

En toda estructura se originan esfuerzos debidos a torsién cuando la resultante de las fuerzas no pasa a través del
centro de cortante de la seccién. A su vez el centro de cortante tiene una doble significacion: por una parte es el
punto donde debe aplicarse la resultante de cargas para que una estructura se desplace sin rotary por otra, es el
punto con respecto al cual una estructura gira cuando es sometida a momentos torsionales. Normalmente,
ocurren solicitaciones debidas a la torsion de Saint Venanty a la torsion de alabeo. La diferencia fundamental
entre ellas, radica en la forma como se distorsiona la seccién. Mientras las primeras, se caracterizan por la
presencia de esfuerzos cortantes en el plano de la seccion, en las segundas aparecen ademas, desplazamientos en
el sentido longitudinal de la estructura, que se traducen en la presencia de esfuerzos normales. Para ilustrar las
caracteristicas de la torsion de alabeo se reporta en el presente articulo un caso de disefio de un puente gria en
estructura metalica, que se encuentra sometido a la accién de un tren de cargas méviles. Con esta eleccion, se
desea mostrar la aplicacion de lateoria de las areas sectoriales en la determinacion de los esfuerzos debidos a la
torsidn de alabeo enunaconstruccion de lapracticadiariade un ingeniero disefiador de estructuras.

Palabras clave: torsién, teoria de areas sectoriales, alabeo, centro de cortante, momento de inercia sectorial,
funcionestorsionales, esfuerzos cortante debidos a latorsién de alabeo.

Abstract:

In all structures stresses due to torsion are originated when the resultant ofthe forces doesn't cross by the shear
center of the section. Shear center as well has one double meaning: on the one hand it's the point where the
resultant ofloads mustbe applied so that a structure moves without rotating and by another one, is the point with
respectto which one structures rotate, when it's putunder torsional moments. Normally, solicitations due to the
SaintVenant Torsion and the Warping Torsion, occurring. The fundamental difference among them is in the form
as the section is distorted. While first, they are characterized by the presence ofthe shear stresses in the plafie of
the section, in second appear in addition, displacements in the longitudinal direction that are translated in the
presence ofnormal stresses. In order to illustrate the characteristics ofthe Warping Torsion a case ofdesign ofa
bridge crane in metallic structure is reported in the present article, that is put under the action ofa train of live
loads. With this election, it's desired to show the application of the theory of the sectorial areas in the
determination ofthe stresses due to the Warping Torsion in a construction of the daily practice of an engineer
designerofstructures.

Keywords: torsion, sectorial area, warping torsion, shear center, sectorial moment, torsional functions and shear
stresses due to warping torsion.

Magister en Ingenieria Civil. Universidad Nacional de Colombia. Investigador Grupo de Investigacion INDETEC-Universidad de la Salle.-
Colombia. E-mail: vallecillacarlos@yahoo.com

2- Magister en Métodos Numéricos para Célculo y Disefio en Ingenieria. Universidad Surcolombiana. Avenida Pastrana Borrero Carrera 1, Neiva-
Colombia. E-mail: myriam.pallares@usco.edu.do

3- Magisteren Construccion de Obras. Universidad Cooperativa. Calle IONo. 1-120 Ed. Urrutia, Ibagué-Colombia. E-mail: julpul 7@hotmail.com

Recibido 30 de Mayo de 2014 Aprobado 9 de Agosto de 2014

105


mailto:vallecillacarlos@yahoo.com
mailto:myriam.pallares@usco.edu.do
mailto:julpul7@hotmail.com

Revista Ingenieriay Region No. 12 Afio 2014

1. Introduccion

El desconocimiento que en ocasiones existe en el
medio ingenieril, de los esfuerzos causados por la
torsidn, indica lanecesidad de llevar a cabo un estudio
detallado de estas solicitaciones, sus caracteristicas y
efectos sobre las construcciones. Las secciones de
pared delgada, tales como perfiles metalicos, muros
de cortante en edificios y puentes de seccidn abiertay
cerrada, demandan un estudio cuidadoso de las
solicitaciones generadas por la torsion (Vallecilla,
2005). En particular, interesan los esfuerzos
producidos por el alabeo de la seccion, es decir, por el
desplazamiento de los puntos de esta a lo largo de su
eje longitudinal. Si el desplazamiento se encuentra
impedido, se generan, ademas de los esfuerzos
cortantes, esfuerzos normales a lo largo de la seccion,
cuya obtencién es esencial para la seguridad de la
construccion (Monleén, 1999). Este trabajo trata la
torsion de Saint Venant y la de alabeo, la
determinacion de las propiedades torsionales de una
seccidn tipica en ingenieria (perfil | asimétrico) y la
obtencion de la posicion del centro de cortante, entre
otros, reportados a través de un caso tipico de estudio.
Unadiscusidon completa de lateoria torsional esta mas
alla del alcance de esta publicacién, no obstante, en
los siguientes apartados se presenta una breve
discusion para describir el método de analisis usado.

Una cobertura mas detallada de lateoriatorsional y de
otros asuntos, esta disponible en las referencias dadas.

2. Métodos

La torsion es la rotacidn de un miembro alrededor de
su eje longitudinal y ocurre cuando la resultante de las
fuerzas aplicadas no atraviesa el centro de cortante de
la seccion (Vlassov, 1948). Por su parte, el centro de
cortante es el punto por el que deberian pasar las
cargas aplicadas para que produzcan flexién sin
originar torsion. Si una seccion tiene un eje de sime-
tria, el centro de cortante siempre esta sobre dicho eje;
para secciones transversales con dos ejes de simetria,
dicho centro se encuentra en la interseccién de estos
(al igual que el centroide) (Ortiz, 2002). De acuerdo a
los ejemplos ilustrados en la figura la, el centroide y el
centro de cortante coinciden en secciones doblemente
simétricas. Las secciones con un solo eje de simetria
tienen su centro de cortante sobre este eje, pero no
necesariamente en el centroide. En la figura Ib, se
sefiala el centro de cortante para secciones tipo canal.
En ellas, el centro de cortante se encuentra ubicado a
una distancia e de la cara del canal. Por su parte, el
centro de cortante de una seccion tipo T estd en la
interseccién de las lineas centrales del alay el alma. La
localizacidn del centro de cortante para las secciones
asimétricas tales como angulos (L) y formas tipo Z se
muestran enlafigura 1c.

ZSZ

(@) Doble simetria  (b) Simetria simple (c) No simetria
+ Centroide . Centro de cortante

Figura 1. Ejemplostipicos de simetria de secciones transversales

Sien cualquiera de las secciones ilustradas en la figura 1 se aplica una fuerza en cualquier punto fuera del centro
de cortante, se configurara un caso tipico de flexo-torsion (Timoshenko, 1977). En general, el desempefio a
torsidn de secciones transversales cerradas es superior al de secciones abiertas. Las formas cerradas circulares,
son las mas eficientes para resistir la carga de torsién. Otras formas cerradas como cuadrados y rectangulos,
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también proporcionan una resistencia considerable-
mente mejor a latorsion que las formas abiertas (p. €.
perfiles 1y canales). Cuando deben utilizarse formas
abiertas, su resistencia torsional se puede aumentar
creando un cajon.

2.1 Resistencia de la seccién transversal a un
momento torsional

En cualquier punto de la longitud de un miembro
sujeto a un momento torsional, la seccion transversal
rotard con un dngulo 6 como se indica en la figura 2.
En las secciones transversales que son no-circulares
esta rotacion esta acompafiada de alabeo, es decir, las
secciones no permanecen planas (Hartog, 1980). Se
define entonces el alabeo, como el desplazamiento pi,
normal al plano de la seccion (en la direccion del gje
longitudinal del miembro solicitado atorsién).

Figura 2. Esquema ilustrativo de una seccion |
solicitadaatorsion

En lafigura2, d es el angulo de torsion. Larotacion
de un miembro se mide por medio de este pardmetro
que indica cuanto rota la seccion en un punto x del
miembro (x es la direccién longitudinal) con respecto
a un origen previamente establecido. EI angulo de
torsion depende del origen (x=0). Si el alabeo es
totalmente libre (p. €j. secciones circulares compactas
y huecas) o casi libre (p. ej. secciones L y T), el
momento torsional resistido por la seccion transversal
es:

TS=GK6' )

Esta torsién se denomina torsion uniforme de Saint
Venant y supone que la seccion puede alabearse de
forma libre, por lo que los esfuerzos producidos son
s6lo de corte (r) y no normales (aj. Este tipo de
torsion predomina en las secciones compactas y
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huecas continuas. En estas, las solicitaciones por
torsion son absorbidas por un flujo de cortante
continuo en toda la seccién. Los miembros con libre
alabeo absorben las solicitaciones por torsién por
medio de los esfuerzos de corte sin esfuerzos normales
(Kollbrunner & Basler, 1970).

En laecuacion (1):

Ts= Momento resistente de la seccion transversal, 0,
Torsionde SaintVenant [F-L]

G= 2 (iELv) =Modulo de elasticidad a cortante [F-L 1

K= Constante torsional de la seccion transversal 6
constante de torsion de SaintVenant [L4]

de
6'= dx =Angulo derotacidnporunidad de longitud,

0, angulounitario de torsién [L ]

Nétese que 9 ' es una funcién del momento torsor
aplicado, en cada seccionx.

Figura 3. Esquema ilustrativo de la deformacién por
rotacion (Saint Venant) de una seccion | solicitada a
torsion

El término (GK) se conoce como rigidez torsional de
Saint Venant y la constante de torsion (K), para
cualquier seccion se calcula como:

A4
K 407; (2)
En laecuacion (2):
A= Areade lasecciontransversal [L2

Ip= Momento polar de inerciade laseccion [L4
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Cuando la tendencia a que una seccidn transversal
se alabee libremente se impide, resulta flexion
longitudinal. Esta flexién viene acompafiada de
esfuerzos de corte en el plano de la seccidn transversal
que resisten el momento torsional aplicado
(Reismann, 1980). Esta torsion, se denomina torsion
de alabeo (torsion no uniforme) y supone que la
seccion del miembro solicitado a torsién no puede
alabearse de forma libre resultando de esta manera,
tanto esfuerzos cortantes (z) como normales (@x)

(Kollbrunner & Basler, 1970). Este caso se presenta
cuando, por ejemplo, uno de los extremos de la barra
esta empotrado.

Esta demostrado que la torsion de alabeo cumple la
siguienterelacion:

Tw=-Eiwe" 3
donde:

T(): Momento resistente debido al alabeo
restringido de la seccion transversal, o,
torsién de alabeo [F-L]

E = Maodbdulodeelasticidad [F-L2

4 - Momento sectorial de inercia, 6 constante de

torsion de alabeo [LG
E|m = Caracteristicade laseccion [F-L4

9" = Terceraderivadade respectoax[L 3

Figura 4. llustracion deunaseccionen | alabeada

En un perfil I solicitado a torsién como el de la figura
4, la deformacidn por alabeo, ocurre por efecto de las
fuerzas de corte (Vy) que se generan en los patines. El
momento torsional de alabeo (Tm), es el momento
torsional absorbido por los patines, y como tal,
equivale al "par" que forma la fuerza cortante (Vj)

absorbidapor los patines multiplicadapor laaltura del
perfil, h (medida a la linea media de los patines). Esto
es, TmAVf h.
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De (3) es posible inferir que la fuerza cortante (Vy)
absorbidapor los patines es:

=- 0 @

donde:

,’ _jzzh2

o= 4 =Momento sectorial de inercia

paraelperfilenl.

De la ecuacion diferencial de la elastica, el momento
flector que se genera en los patines (Mj), esta definido

por,

EL
Mr - .0 (5)

Vinculado a la definicion de momento torsional de
alabeo (77), se encuentra el concepto de Bimomento

(MQ), que no es otra cosa que la magnitud estatica

proveniente del producto entre el momento flector
(Mj~) que se genera en los patines y la altura h, del

perfil. Esto es, MO=Myh,06:
Ma=-Ela0" 6)

A partir de () es posible decir que el momento torsor
de alabeo (77) es igual a la primera derivada con

respecto a jc del Bimomento (Mm). En sintesis, el

momento torsional total resistido por la seccién
transversal (torsion mixta) es la suma de la torsion de
SaintVenanty la de alabeo, descritapor las ecuaciones
(1) y (3), respectivamente. La primera, esta siempre
presente, mientras que la segunda depende de la
resistencia al alabeo. Denotando el momento
resistente torsional total por T*, se obtiene la siguiente
expresion de latorsion mixta:

T =GKO'-EImD' @
La solucion de la ecuacion diferencial de la torsion

(7), es de laforma:

TX
0= + Asinhkx + Bcoshkx + C  (8)

Donde k, es el pardmetro torsional caracteristico que
se define como la constante que relaciona latorsion de
SaintVenant con la de alabeo. Esto es,

ko= oK ©)
El,
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En la ecuacidn (8) se evidencia la necesidad de determinar las tres constantes de integracion A, By C a partir de
las condiciones de borde. Por su parte, se conoce como funciones torsionales las expresiones para "T", "77",

y "6", descritas en las ecuaciones (1), (3), (6) y (8), respectivamente (Prandtl, 1903). Para definir

completamente el comportamiento de un elemento prismatico sometido a solicitaciones de torsion, es necesario
conocer estas cuatro funciones torsionales. Suponiendo un punto m sobre la longitud de la viga donde se
encuentra aplicado el momento torsional T, X la distancia a la izquierda (i) de m yX' la distancia a la derecha (d),
sin precisar la condicion de apoyo, la solucidn general que permite obtener los pardmetros torsionales 6(x), 0 (x),
Mw=>T, es:

r

" Sinh k hk Linhke oo fy —A—Lsinhk(x —AY
8'(X) 1 k—Sln X 1 —CO0S X X —k—Sln X el(X) X K
0 cosh kx —ksinh kx 1 —cosh kx T 1 —cosh k(x —A) (10)
cK o ——sinh/a:  coshkx Linh kx GK ~GK ' inhf A
T k ' K T —sinhfc(x —A)
GK - -0 0 0 1 _ GK _ 1

El sistema de ecuaciones (10), suma las ecuaciones obtenidas en los dos intervalos definidos por el punto m. El
momento torsional aplicado T* es absorbido por la torsion de alabeo, mientras el momento torsional de Saint
Venantes igual entodos lados. Esto significa que:

@in)

En laexpresion (11), T &y T ad, son respectivamente, el momento torsional de alabeo en el tramo alaizquierday
a la derecha, de m. Por resultar de interés practico para este trabajo, se determinan a continuacidn las cuatro

funciones torsionales para una viga simplemente apoyada en ambos extremos y el momento torsional aplicado
en cualquierpunto de labarraprismatica. Se consideran apoyos que impiden larotaciony permiten el alabeo. Las
condiciones de borde, son:

Para: x=0y x=L 6=M@=0

Reemplazando las condiciones de borde en (10), setiene que:

Para:  x=0, Q=0yQo=0

Para:
x=L, 9{=V) =j sinhkL + (1 - £sinh (X * £sinh(x - A)j

m*>(*=l) = “ 7TsinhkL +lw (s i n h ¢ sinh(**“

Nétese que apartir de las anteriores expresiones, sinh(x-A,) = sinh kX',

La solucion del sistema de ecuaciones definido parax=L, permite determinar el valor de los parametros 60y TQ
Estos son:

T* (X sinh kX\ X
6° ~G k\L~ sinhkL) y Te=JT* AIT)
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Los resultados obtenidos para las cuatro funciones torsionales de interés son:

Eneltramo izquierdo:

T 1 (X sihh kX (13)
000 = G K K\L kX~ sinh kL SMMKX
_Teginh kA (14)
k ysinhfeL SN KX
(X sihhkar 5
TSW _ 1 \7 =~ ginhkL 95" KX (15)
(sinh kX (16)
T*™ =T"{IM M COShkX
En el tramo derecho:
9 T 1{X X SINh KX Ginh fe( —x) 17
m GKk\LQ‘ sinh kL Q‘_J (17)
Mco(x') = T* Esinh ls[>'<I' sinh k(L —9%) (18)
B sirh KL
sinh kX
TSM sinh kL cosh k(L —x) (19)
TM = , (sinh kX h k(L
=T sinh e cosh k(b —X) (20)

2.2 Variables que intervienen en la torsion de
alabeo

El concepto de area sectorial co(s) es la base del
estudio de la torsion de alabeo (Vallecilla, 2005).
Permite obtener laposicion del centro de corte de una
seccion e introduce los conceptos de momento
estatico sectorial (Seo) y momento sectorial de inercia
(Ico). Estos dos pardmetros, permiten calcular los
esfuerzos de alabeo. Es posible decir que, la
definicion de area sectorial (co) es a la teoria de torsion
de alabeo, como los conceptos de: area, momento de
primer orden y segundo orden (6 de inercia) de una
seccion, son a lateoria de flexion. La coordenada que
recorre la linea media del perfil, medida a partir de un
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punto 0 (punto nulo) hasta un punto P(s) se denomina
coordenada sectorial S. El area sectorial (iajequivale
entonces, al doble del &reabarridaporun vector QP (Q
€s un punto arbitrario contenido en el plano de la
seccion llamado polo auxiliar, que generalmente se
hace coincidir con el centro de gravedad de la seccion)
al moverse un punto P (contenido en la seccion), desde
el punto nulo o u origen (por convenienciao se escoge
como un punto libre de la seccién) hasta cierto valor S
denominado coordenada sectorial (la coordenada S se
mide a lo largo de la linea media del perfil desde el
punto nulo 0 hasta el punto de referenciaP(s) =P(y,2),
esto es, de 0 a S se recorre la seccion; S se mide desde
elpunto S =0 (nulo) hastael punto S =h, y el valor de
b representa el perimetro de la seccion). Si larotacion



del vector QP se realiza en sentido contrario a las
manecillas del reloj el incremento de area es positiva,
en caso contrario sera negativa. Se concluye, que el
area sectorial co(s) es funcion del arco de barrido S 'y
depende de las posiciones del punto nulo o y el polo
auxiliar Q. Es conveniente ubicar el polo auxiliar Q en
el centro de gravedad de lasecciény el punto nulo o en
el eje de simetria (si existe); una vez escogidos, todas
las distancias deben referirse a ellos (Feodosiev,
1980).

d<o(s)=pQds

rs (22)
u)(s) = pQds

Jn

»E?

i/3 ' ci2 '
WiE
fo/2
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donde:

PQ = Normal entre la tangente trazada por P que
pasa por el polo auxiliar Q. Es positivo si la tangente
describe unarotacién antihoraria.

Por resultar de interés practico para este trabajo,
se presenta a continuacion tres alternativas de
construccidn del area sectorial co(s) para una seccion |
asimétrica.

Figura 5. Tresalternativas de construccion del area sectorial co(s) parauna seccion | asimétrica

11
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Los momentos sectoriales de desviacion (IayPldg) con
respecto alos ejes de la seccion, se definen por:

W) =J|’0 "O)ytds (22)

L@) = co(s)ztds (23)

]

Porintegracién numérica,

e Ah KNIV + 20kyk + iyic + Aky) (24)

W) = tiknk(2<i)izi + 2(Ukyzk + (H& + iifcZ) (25)
En las ecuaciones (24) y (25), los subindices i, k
representan el valor inicial y final de la propiedad,
respectivamente, y/ lalongitud.

tik=  Espesordeltramo ik

lik= Longituddeltramo ik

&t (ok = Valores de las areas sectoriales en los puntos
iyk[L7

yi,yk =Valores de la coordenaday en los puntos iy k

Zj, zk =Valores de la coordenadaz en lospuntos iy k

k(y), ks = Momentos sectoriales de desviacion [LY

El centro de cortante (D), es el punto por el que una
seccidn sometida a torsion purarotay por el que debe
pasar laresultante de las fuerzas aplicadas para que se
produzca flexién sin que ocurra torsién (Amenzade,
1979). Las coordenadas del centro de cortante (D) de
la seccion son funcion de los momentos sectoriales de
desviacion y de los momentos principales de inercia
(Kollbrunner, 1970). Si el plano de la seccion es YZ
(Z+ en direccidn de la gravedad), las coordenadas del
centro de cortante (Y& ZD), pueden determinarse por
medio de las siguientes expresiones:

Vd = - (26)

lyy

lo)(y) 27)
u

Zd = ~

El area sectorial del centro de cortante ooD(s) se define
como el area sectorial a>s) referida al centro de
cortante (D ) de la seccion.

"d0) = i pDds (28)
Jo
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dy dz
pv=p+*°Ts-y°Ts 29>
4JoCs) = &)(s)+ zi,3;(s)-yDz(s) (30)
donde:
pD=  Distancia entre el centro de cortante D y la

tangente trazada por un punto de la linea media de la
seccionP(y,z).

El momento estatico sectorial Seo es funcion de co(s).
Por lo mismo, dado que < varia linealmente, Seo es
parabdlico.

n(s) = Jl' ¢o(s) tds (31)

Porintegracién numérica:

1v .
—2"] ("i k) (32)

En un perfil I, el momento estético sectorial mdximo
Seo, en los patines, es:
d bf tf

———§-*.

<)

En la ecuacion (33), Ayy tp son el ancho y el espesor
del patin, respectivamente.

La funcion unitaria de alabeo ©j/s) 6 alabeo unitario
referido al centro de cortante de la seccién (D), se
denominatambién coordenada sectorial normalizada,
es funcion del momento estatico sectorial Seo, y queda
descritapor la ecuacion:

GN(s) = 0)D(s) - iJi(;mD(s) tds  (34)

donde:

t = Espesordelapared

A = Areadelaseccion [L2

(»Dfi= Areasectorial referida al centro de cortante
(D) de laseccién [L7

La integral para el momento estatico sectorial,
descrita en la ecuacion (34) es cero si la seccidn posee
un eje de simetria y el punto nulo se ubica sobre el
mismo. En este caso dicho punto no sufre
desplazamiento en el sentido longitudinal, y (il s) =

(0Xs).



El momento sectorial de inercia, conocido también
como constante de alabeo, se define por la ecuacion
(35):

lo= 1 (Gl(s)tds
jo
Por integracion numérica,

(35)

(36)

El alabeo se define como el desplazamiento |1 en la
direccidn del eje longitudinal (normal al plano de la
seccion) de todos los puntos de un miembro sometido
a torsidon pura. La ecuacién (37) describe este
desplazamiento.

u=_ G)s) + Cox) (37)

donde:
Co(x)= Funcion de desplazamiento. Representa el

desplazamiento enx delpuntos=o.

En secciones con un eje (6 dos) de simetria, si S se
mide a partir de este, el valor de Co(x) es nulo. En este
sentido, cuando la seccidn no posee simetria se hace
necesario calcularlo.

2.3 Esfuerzos debidos alatorsion

Retomando el apartado (2.1), los esfuerzos asociados
a la torsion de Saint Venant Ts son de corte (xs), y los
generados por la torsion de alabeo Ta> esfuerzos
normales (oto )y cortantes (too).

2.3.1 Esfuerzos debidos a la torsion de Saint
Venant

Estos esfuerzos cortantes estan siempre presentes en
la seccidn transversal de un miembro sometido a un
momento torsional. Estos esfuerzos varian
linealmente en el espesor de un elemento de la seccién
transversal y actdan en direccidn paralela al eje del
elemento. Son maximos e iguales, pero de direccion
opuesta, en los dos ejes. El esfuerzo maximo se
determinapor laecuacion:

™
Te = K (38)
Los esfuerzos cortantes de torsion pura son mayores

en los elementos de mayor espesor de la seccion
transversal.
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2.3.2 Esfuerzos debidos alatorsién de alabeo

Estos esfuerzos (tensidn (+) y compresidn (-)) resultan
directamente de la flexion del elemento debido a la
torsion. Actdan perpendicular a la superficie de la
seccidn transversal y son constantes en el espesor de
un elemento de la seccion, pero varian en magnitud en
la longitud del elemento. Estos esfuerzos actlian en
direccién paralela al eje del elemento. La magnitud de
estos esfuerzos se determinapor la ecuacion:

an= M ON(sf (39)

i

Paraun perfil I,

Mfbj*
: (40)

donde:
If = Momento de inercia del patin con respecto al eje

centroidalZ.Estoes, jy = f Y2dA

Los esfuerzos cortantes de alabeo son constantes en el
espesor de un elemento de la seccién transversal, pero
varian en magnitud en la longitud del elemento. Estos
esfuerzos actian en direccion paralela al eje del
elemento. La magnitud de estos esfuerzos se
determinapor laecuacion:

_T . (41)
Paraun perfil I,
) 3vf 1
(Nis)r oAf (42)
_ M (43)
V=ig,
donde:
Af = Areadelpatin
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Figura s. llustracion de los esfuerzos de torsion puray alabeo en un perfil I simétrico solicitado atorsion
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2.4 Caso deestudio

Por ser de interés en ingenieria, se presenta en este trabajo el analisis por torsion de una viga metalica de un
puente grda, sometida a las cargas mdviles propias de este tipo de maquinas. Los puentes grla son equipos para
elevacion y transporte de uso muy comun a nivel industrial. Basicamente se trata de una estructura elevada
formada por una o varias vigas metélicas, con un sistema de desplazamiento de cuatro ruedas sobre rieles
laterales, movidos por uno o mas motores eléctricos. EI movimiento longitudinal se lleva a cabo mediante la
translacion de la viga principal o puente a través de los carriles elevados. EI movimiento transversal se realiza
mediante el desplazamiento de un polipasto o carro sobre uno o dos carriles dispuestos sobre la viga principal
(Figura7).

Se busca determinar los maximos esfuerzos normales y cortantes que se producen en la viga metalica de un
puente griacomo el de lafigura 7, sometidaalaaccion de las cargas moviles verticales P 1y P2 y horizontales H 1
y H2, separadas una distancia de tres metros, como se ilustra en la figura s(a). Estas cargas poseen una
componente vertical y otra horizontal, cuya resultante pasa por fuera del centro de cortante, configurandose asi
un caso tipico de solicitaciones combinadas de flexo-torsion. Se supone que la resultante de las fuerzas
horizontales se encuentra aplicada a una distancia de cuatro centimetros medidos a partir de la linea media del
patin superior de la seccion (Figurash).

Figura 7. Esquema de un puente grua

niel de
; Apr V1 4
Pi Pt Y e SEO
3m
H3B
J-mmmem - 1SS ----mmmmmmmo- '
ixnm) 750

(@)
P1 =90 kN
P2 = 60 kN 4
H1 =4 kN
H2 =2 kN
Nota: No se considera la accion del riel de apoyo 200
(&) esquema estatico (b) dimensiones de la seccion

Figura 8. Configuracién general del caso de estudio
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3. Resultados

Ladeterminacion de los esfuerzos debidos a latorsion supone el conocimiento de las propiedades geométricas de
la seccion, esto es, el area, laposicion del eje centroidal y el momento centroidal principal de inercia. Utilizando
un programa como p. ej. Ansys®, es posible obtener estas propiedades y otras como, la constante de alabeo, la
constante torsional y coordenadas del centro de cortante. En la figura 9, se ilustra un esquema de la seccion

dibujadaenAnsysy sus propiedades geométricas mas importantes (encm).

No obstante, para efectos académicos, a continuacion se presenta el procedimiento completo que implica la
obtencion del centro de cortante. Con relacién a la figura sb, son evidentes, las caracteristicas de la seccion

sd: LILUT 1D 1

341 tlw i JITS
-

Jui d
- 222.4

W s
T
. 231E-1D

In

- 2EE37
WacJli IM* Clili itt kj'11

- . IG7E+DS
lie ¢imi Cruiit Hit

- 194 _(E
Cu-lte Gi-i j!

- .613E-14
Cinte UI'l E

- ¢7.762
SfridE CulJItuE +

—— .ID DE-11
Shsac Ciljitic §

- 3H.3h3
3-P4-C Cdlcc. "ui:

- .392134
Jec G jls

- - .ID4E- 12

Sheac Cilcc. E!I"

Figura 9. Esquema de la seccion en Ansys® y propiedades geométricas (en cm)

transversal del puente gria, que seresumenen latabla 1.

Tabla 1. Determinacionde las propiedades geomeétricas de la seccion

Propiedad

Operacién matematica

Area

Posicion del eje

centroidal

Momentos
centroidales
principales de
inercia

2x50 + 78 x0.8 + 1.5x40

40 x 1.5x 0.75+ 78 x 0.8 x 40.5 + 50 x 2 x 80.5
Zinf ~ 222.4
Zsup = h —Zinf = 81.5 —47.7

50 x 23 0.8 x 783
lyy = ——----h50 X 2 X 32.82 + ———--—- h0.8 x 78 x 7.22

+ ----TL--+ 40 x 1.5 x 46.95
2x 503 78x0.83 15x 403

izz 12 12 12

Nota: El riel no hace parte de la seccién resistente por lo que no interviene en los calculos.
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Valor
222.4
cm

47.7
cm

33.8
cm

274 758
cm4

28 836
cm4
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Unavez conocidas las propiedades geométricas de la seccidn, se deben determinar las propiedades torsionales de
la misma, lo que exige el conocimiento de la posicién del centro de cortante (D) de la seccion. Es claro de la
simetria de la seccion que la coordenada Y del centro de cortante es cero (YD=0). En consecuencia, solo es

necesario determinar la coordenada Z del mismo (ZD), de acuerdo a la expresidn (27).

No obstante, la solucién de la ecuacion (27) supone el conocimiento del momento estatico de desviacion

El'mismo, es funcidn del area sectorial de inercia de la seccion co(s) definido por la ecuacion (21). Para el efecto,
se escoge como polo auxiliar (punto Q) el centroide C de la seccidny el punto nulo sobre el eje de simetria Z
como se muestra en la figura 9a. Con estas definiciones se construye el diagrama de areas sectoriales y el
diagrama de lacoordenadaY (figura 9b).

Es de interés recordar que el cumplimiento de laregla de lamano derecha, implica que las rotaciones del radio de
referencia deben ser antihorarias. Esto explica el signo de las areas sectoriales mostradas en la figura 10. Se
resalta, sobre laimportancia de una clara definicion del sistema de ejes de coordenadas que definen la estructura.
En este sentido, es evidente que el eje X apunta en ladireccion longitudinal del puente gria.

(a) (b)
Figura 10. Diagrama de &rea sectorial y de la coordenada Y

Lateoria de &reas sectoriales suministra la ecuacion (24) que permite calcular el momento estatico de desviacién
I(o(y)- Teniendo en cuenta los signos de las areas, se tiene, al sustituir los valores numéricos de la figura 10, en la

ecuacion (24):
/[,M =" (2 x 25(2 x 820 x 25) - 1.5 x 20(2 x 939 x 20))
jo)(y) = 307 733,333 cms

Sustituyendo los valores numeéricos respectivos en la ecuacién (27), se obtiene la coordenada Z del centro de
cortante de la seccion (ZD\

307 733.333
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El signo negativo indica que el centro de cortante (D)
esta 10.70 cm por encima del centroide (punto C), en
la direccion negativa de Z. De acuerdo al sistema de
referenciade lafigura s (b), las coordenadas del centro
de cortante son (YD zD = (0,-10.7). Unavez obtenida
la posicidn del centro de cortante de la seccidn, es
posible determinar la coordenada sectorial
normalizada (j/ s) descritapor laecuacion (34).

No obstante, como la seccion tiene un eje de simetria
(eje 2), laintegral  jb(UD(5) t ds  es cero, por lo
cual (Offs) =@D(s). o

En estas condiciones las distancias se miden ahora a
partir del centro de cortante de la seccion y conducen
al diagrama de la figura 11, en el que se resumen los
valores de la coordenada sectorial normalizada.

Figura 11. Coordenadasectorial normalizada

Por otra parte, es necesario determinar también los
esfuerzos producidos por la flexién. Para el efecto se
debe tener en cuenta que el tren de cargas es movil, lo
que exige determinar la posicion de las dos cargas que
producen el maximo momento en la luz, al igual que
los momentos torsionales debidos a la excentricidad
de las cargas verticalesy horizontales.

Figura 12. Fuerzas sobre laseccion |z
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Segun las excentricidades de las cargas impuestas,
ey=lcm y ez26.1 cm, en las direcciones Y y Z
respectivamente (referirse a los esquemas de la
geometriade laseccion (figurasb) y de laposicion del
punto de aplicacion de las cargas (figura 12)), es claro
que los momentos torsionales debidos a las cargas
horizontalesy verticales (P1,H1)y (P2, H2), son:

Debidoa(PlyH]I):
TI=PEy+H Bz=90x1+4x26.1=194.4kN.cm

Debidoa (P2y H2):
T2=PZy+ Hjez=60x 1+2x26.1=112.2 kN.cm

Es importante tener en cuenta, que la determinacion
de la posicion de las cargas que producen el maximo
momento flector se lleva a cabo a partir del siguiente
enunciado: "elmomentoflector bajo un trende cargas
moviles es maximo, cuando el punto medio entre la
cargay laresultante de cargas mdviles que actian en
la luz, coincide con elpunto medio de la viga". Esta
situacion seresume en las figuras 13y 14.

De acuerdo ala figura 13,

Resultante de fuerzas verticales:
P=P1 +P2=90+60= 150kN

Posicién de laresultante P: ApartirdeP 1,

xP = = 1.20m = 120CM
F 150

15i
61

3m

Figura 13.Resultante de cargasy suposicion

Queda claro, que lamedia distancia entre lacargaP 1y
P es 0.6m (60cm) y entre la carga P2 y P es 0.9m
(90cm).

Es conocido, que del anélisis de solicitaciones debidas
a las cargas maviles se deben estudiar los momentos
maximos bajo cada una de las cargas puntuales que
actlan sobre la estructura. En consecuencia se resume
en la figura 14 los momentos maximos (My)
producidos por lacargavivavertical y se concluye que
la maxima solicitacién se encuentra bajo la carga
puntual vertical P1 de 90 KN (posicion 1). Porresultar
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de gran interés académico este trabajo, se han querido ilustrar los diagramas de cortante, momento y torsion
haciendo uso del programa SAP2000 ® (Figuras 15,17 y 20).

(a) Posicion 1- (més desfavorable) (b)Posicién2

Figura 14. Posicion de la carga viva vertical que produce el maximo momento flector
Cargas P1 y P2: Plano XZ

..« [YI*rotL*»KXd

lir UfciriTnlH]

. B
oo1>

Figura 15. Diagramas de cortante y momento, producidos por las dos posiciones de la carga viva vertical
(Cargas P1 y P2: Plano XZ)
Deigual manera, se procede con las cargas horizontales tal como se resume en la figura 15.
Resultante de fuerzas horizontales: H=H1+H2=4+2=6kN

2X3
Posicion de laresultante H: ApartirdeHI, xn = =1-Om = 100cm
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Queda claro, que la media distancia entre la carga H1 y H es 1.Om (I00Ocm) y entre la carga H2 y H es 2.0m
(200cm).

(a) Posicion 1- (maés desfavorable) (b)Posicién2

Figura 16. Posicion de la carga viva horizontal que produce el maximo momento flector
Cargas H1 y H2: Plano XY

Ead L4%yi>

)

JBUS* z

QB

I N"MU K N
Bn hieelik]

Figura 17. Diagramas de cortante y momento, producidos por las dos posiciones de la carga viva horizontal
(Cargas H1 y H2: Plano XY)

Del andlisis precedente se concluye que el mdximo momento flector (My=513kN.m=51300kN.cm) debido a las
cargas verticales se presenta a una distancia x=7.4m (posicion 1, figura 14(a)), por lo cual, el momento (Mz)

correspondiente para cargas horizontales es:

21.08
(Mz)x=74 = X 7.4 =20.8KkN.m = 2080 kN.cm

En estas condiciones es posible determinar los esfuerzos normales resultantes por flexion (en x=7.4 m),
empleando laecuacion de flexion biaxial (44). Esto es,

=MWzZ MJ_ (44)
a Ilyy 2
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Recordando que los momentos flectores maximos en KN.m son My=513 y Mz=20.8 y las propiedades
geométricas de laseccion (tabla 1), se obtienen los valores de los esfuerzos normales en los puntos de interés de la
seccion, representados en la figura 18.

25 25 i

Lo
03

cD

6 5 4
Yy
29

iz2*

Figura 18. Definicion de los puntos de interés de la seccién

Sustituyendo los valores numéricos en la formula de la flexion biaxial, ecuacion (44), se concluyen los resultados
mostrados enlaTabla2. Segun laconvencion de signos, son negativos los esfuerzos de compresion.

Tabla2. Esfuerzosnormales en lospuntos de interés de la seccidn

cp ik CTf—> G
0i MyZ1l MZyXx 51300 x (-32.8) _2080 x (-25) 612 -1.80 -7.93 -79.28
- fyy 122 274 758 ' 28 836 kN/cm2 KkN/cm2 kN/cm2 MPa
MyZ2 MzY2 51 300 x (-32.8) 6.12 0 -6.12 -61.24
2=y *+ (. 274 758 kN/cmz kN/cm2 kN/cmz MPa
MyZ3 mzy3 51300 x (-32.8) 2080 x 25 -6.12 +1.80  -432  -43.21
R 274 758 ' 28836 kN/cm2 kN/cmz2 kN/cm2 MPa
9 MyZs mzy4 51300 x 46.95 2080 x (-20) +8.77 -1.44 +7.32 +73.23
Ty 22 274758 ' 28836 kN/cmz kN/cmz kN/cmz MPa
MyZs MZz¥S 51300 x 46.95 +8.77 o +8.77  +87.66
Os =y + |, 274 758 kN/cmz  kN/cmz  kN/cmz MPa
_ MyZG MzY6 51 300 x 46.95 2080 x 20 +8.77 +1.44 +1021 +102.09
ob—j, 274 758 28 836 kN/cmz  kN/cmz  kN/cmz MPa

Una vez determinados los esfuerzos debidos a la flexidn biaxial es necesario calcular los esfuerzos producidos
por latorsion, lo que exige conocer, en primer lugar, la coordenada normalizada de alabeo. La figura 11, resume
los valores de la coordenada normalizada de alabeo en los puntos de interés de la seccién. El célculo de esta
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coordenada se realiza de acuerdo con los principios de
la teoria de las areas sectoriales. Acto seguido deben
determinarse las propiedades torsionales de la
seccion. Estas son, la constante torsional K, el
momento sectorial de Inercia Ico y el parametro
torsional caracteristico k. La constante de torsion de
Saint Venant/Tpara la seccidn transversal en estudio,
se calculapor medio de la ecuacion (42). Esto es,

(45)

K=-(50 x 23+ 78 x 0.83 + 40 x 1.53)

= 191.65 cm4

El momento sectorial de inercia lco, viene dado por la
ecuacion (36). Sustituyendo los valores numeéricos, se
obtiene:

la>=- (2 x 25 x (—552.5)2+ 1.5 x 20 x 11532)

= 36 763 388 cmse

La constante que relaciona la torsidn de Saint Venant
(TS) con la torsion de alabeo (Tco) es el parametro
torsional caracteristico (k), cuya expresion se
referencia en la ecuacion (9). Si se supone que las
vigas del puente grda son de acero de modulo de
elasticidad is=200000MPa (relacién de Poisson
v« 0.3), elmédulo de elasticidad a cortante (G) es:

G 200 000 80 OOOMP
= a
2(1 +Vv) 2(1+0.30)1

Esto significaque:

IGK
\E1Z

80 000 x 191.65 .
= 1.44E - 03 cirT1
1200 000 x 36 763 388

Una vez determinadas las constantes que describen el
comportamiento torsional del puente gria, es posible
obtener las funciones torsionales. Para el efecto, se
muestra en la figura 19 las solicitaciones por torsion
debidas a las cargas horizontales y verticales, que
definen el esquema estéatico torsional. Los momentos
torsionales son, T1=1.944 KN.m debidoa (P1y HI) y
T2=1.122kN.m debido a (P2y H2).

122

1.944 ~ 1.122 ,

1.4376

1.6284

A TA

Z#NA 1 ZFNA 1

Figura 19. Solicitacionesportorsion

tH/ [>hmr 3

Figura 20. Diagramaen Sap2000 de las solicitaciones
portorsién

En particular, interesan las funciones torsionales Meo,
Ts, Tco y 0, para x=7.4 m, punto en el que las
solicitaciones por flexion son méaximas (A=74 'y
1'=8.6).

La primera funcién torsional que es necesario
determinar es el Bimomento {Meo), cuyo
comportamiento es descrito por las ecuaciones (13) y
(17), para las dos zonas en las que se ha dividido la
vigadel puente gria.

T* fsinh kA" \

MM =T{HAKk*TsInhfeld

Zona | (Tramo izquierdo)

1.6284
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=0 O
1.944 (sinh(s .6 fc)sinh(7.4fc)\  1.122 (sinh(5.6fc) sinh (7 A k)J $Y
=7 KN'

Mo>(x=7a) = 0.144 ( sinh(16fc) ) +0.144 ( sinh(16fc)
Lasegunda funciéntorsional corresponde a latorsion de SaintVenant (Ts), descritapor laecuacion (13):

T _T*éx sinh kX hi
¥y = SinpkC Coshkx

Zona | (Tramo izquierdo)

Sustituyendo los valores numéricos paraje=0, se obtiene:

T B 1944/8.6 sinh(s 6 fc) h + 1122 iS.6 sinh 5.6fc) hO\ — 0615 KN
3p-2) T TY\T6 T sinh(iek) ©°° \50\/) AT6 ~ sinhytsfc) NPy = O M

De lamismamanerasetiene parax=7.4 m, que:
it 74 = 1.944 (20 s'nhj'rn%s S cosh(7.4fe) + 1122 20 - TP PIk cosh(7.4fc) = 0.102KW
rl<(;‘r77.ﬂ) T \(A _____ sinh(16fc) “0° g/ eﬁ) Vie e 16¥e) cos (/ CZ) o M

Latercerafunciontorsional corresponde a latorsion de alabeo (Tco), dadapor laecuacion (14):

fsinh kX \
TM =T\M | M CShkX)
Zona | (Tramo izquierdo)
Sustituyendo los valores numéricos parax= 0, se obtiene:
/sinh(s .6 fc) \ /sinh(5.6fc)
N"(,0, =" (55p5«*ro) +1122"- i—"costh)J = 0.823 KN.m

De lamismamanera setiene parax=7.4 m:

/smh(s 6 fc) \ /sinh(5.6fc)
T .~ =1944(a o -h p ™)) 41122 = 1.336 KN.m

En estas condiciones es posible determinar los esfuerzos normales de alabeo en x=7.4m. De acuerdo con la
ecuacidn (39). Los datos que alimentan la expresion son, el Bimomento (Meo), el momento sectorial de inercia
(Ico)y la coordenada sectorial normalizada coN(s). De acuerdo a esto, se definen los puntos de interés de la seccién

presentados enlafiguraz1.

M@(x=74) = 7307 KN-m2 = 73 070 KN -cm 2

= 36 763 388 cm6
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<A

Figura 21. Numeracidn para la determinacion de los
esfuerzos

Sustituyendo los valores numéricos en la ecuacién
(39) se obtienen los esfuerzos normales de alabeo en
los puntos de interés de la seccion. Esto es:

_ 73070 X (-552.5)

= 2222 10.98 MP
{erdi 36 763 388 0.98 MPa
0J2=0
73 070 X 552.5
(@] J§ 36 763 388 10.98 MPa

dap= oHolth(cargavertical)

oH= oHcid(cargahorizontal)

La superposicion de los efectos (flexién biaxial y
alabeo) conduce a los siguientes esfuerzos normales
resultantes, en los puntos de interés de la seccion,
definidos en la figura 21.

o 7928 1098  -9026
MPa MPa MPa
6124 -61.24

02 MpPa MPa
4321 1098  -32.23

03 MPa MPa MPa
7323 2292  96.15

04 MPa MPa MPa
8766 87.66

05 MPa MPa
10209 -22.92  79.17

06 MPa MPa MPa

La figura 22 presenta el resumen de los esfuerzos
normales que actlan sobre la seccion de la viga del
puente griaaunadistanciajc=7.4m.

oto = (alabeo)

Figura 22. Representacidn gréafica de los esfuerzos sobre la seccion

De lamismamanera es posible obtener los esfuerzos cortantes en la seccion ax=7.4m. Estos esfuerzos cortantes
se deben a la fuerza cortante que actlia en la seccion y a la torsion de alabeo. Los esfuerzos debidos a la fuerza
cortante se calculan de acuerdo con la teoria clasica de la mecanica de solidos, tal como se indica en la ecuacion

T= Ry
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Q=AZ (47)

El flujo de corte Q de la ecuacion (47), calculado para
cada una de las zonas de interés de la seccion (fibra
inferiorF ly fibra superior FS de los patines, y el alma)
se desarrolla acontinuacion:

(Q"patinsup.FS ~ 0
(Q)patinsup.Fj = 50 x 2 x 32.8 = 3280 cm3
(Q)almaC = (Q)patinsup.FI + (31-8 X 0.8 * 15.9)

= 3684.496 cm3
(.Q'ipatininf.FS = 40 X 1.5 X 46.95 = 2817 cm3
(.Q'ipatinsup.FI 0

De los célculos precedentes (figura 14(b), posicion 2),
el cortante maximo es Fnd=83.44KN, en consecuen-
ciael esfuerzo cortante es:

83.44 X 3280 kN
Tpatinsup.FS ~ 274 758 x 50 “ 0020~
= 0.20 MPa
83.44 X 3280 kN
Tpatinsup.FI ~ 274 758 X 0.8 “ 1-2457
= 12.45 MPa
_ 83.44 x 36845 kN
Taima ~ 577758 x 0.8 1799 ¢
= 13.99 MPa
83.44 X 2817 kN
Tpatin inf.Fs ~ 274 758 X 0.8 “ 1-069~"
= 10.69 MPa
83.44 X 2817 kN

Tpatin infFlI ~ 274 758 X 40 1 0_021
= 0.21 MPa

La figura 23 resume la distribucion de esfuerzos
cortantes en lasecciénax=7.4m.
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SO .0.20 i2.50
13.HQ
78
(MPa)
0.21 107

Figura 23. Representacion grafica del esfuerzo
cortante sobre la seccion

Igualmente, es necesario calcular los esfuerzos cor-
tantes debidos al alabeo Tm cuya expresidnviene dada
por laecuacion (41).

dc2ti

Figura 24. Esquema del momento estatico sectorial
en los patines de la seccion

De los célculos precedentes,
TWK7)=1-336 KN.m = 133.6 KN.cm. Ademas, el

momento estatico sectorial SQ, en los patines (ver
figura24) dado por laecuacion (33) es:

dc2~ 22.10x 502x 2
($<u)patinsup. ~ 8 8
= 13813 cm4
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rt, A _d!e2t2 57.65x 402x 15
V*(0)patininf. ~ g — g
= 17295 cm4

En consecuencia, se obtienen los siguientes esfuerzos
cortantes debidos a latorsion de alabeo (ecuacidn 38):

Esfuerzo cortante debido a la torsién de alabeo en el
patin superior:

_ Tmn  133.6 x 13 813
(Tjpatinsup.~ J J Sco~ 36 763 388 x 2

kN
= 0.0251— ? = 0.251MPa
cmz

Esfuerzo cortante debido a la torsién de alabeo en el
patin inferior:

_ Tmp 133.6 X 17 295
(Jjpatininf. ~ J J Sco~ 36 763 388 x L5

kN
= 0.0419— 7= 0.419MPa
cme,

4. Conclusiones

Cuando la linea de accion de la resultante de fuerzas
no pasa por el centro de cortante de una seccion se
producen momentos torsionales que causan esfuerzos
que es necesario evaluar.

La torsion en elementos estructurales puede ser
producida en forma directa por las acciones
exteriores, o puede presentarse al iniciarse el pandeo
de un miembro originalmente recto sometido, por
ejemplo, a flexion. El desplazamiento lateral del
eje y las rotaciones de las secciones transversales
que caracterizan el pandeo de las vigas ocasionan
momentos torsionantes; la resistencia de la viga
aumenta cuando crece su oposicién a los desplaza-
mientos laterales lo que depende, entre otras cosas, de
suresistenciaalatorsion.

Exceptuando las barras de seccion transversal circu-
lar, maciza o hueca, todos los elementos estructurales
sometidos a torsién pura se alabean, es decir, los
puntos situados en planos originalmente normales
al eje de la barra experimentan desplazamientos
variables paralelos a ese eje, lo que ocasiona que las
secciones transversales inicialmente planas dejen de
serlo.
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El alabeo de la seccién se traduce en una distorsion de
lamismay se caracterizapor lapresencia de esfuerzos
normales.

Los esfuerzos normales producidos por la restriccion
al alabeo estdn acompafiados por esfuerzos tangen-
ciales, que contribuyen a resistir el momento de
torsidn exterior, de manera que éste no es equilibrado
sélo por esfuerzos cortantes de Saint Venant, como
sucede cuando el alabeo es libre. En otras palabras,
tanto los esfuerzos tangenciales simples como los
debidos a larestriccion al alabeo contribuyen aresistir
el momento exterior.

Para que aparezcan los esfuerzos normales
longitudinales, no es necesario impedir totalmente el
alabeo de alguna seccidn transversal; basta con que,
ya sea por las condiciones de apoyo o de carga, o por
una combinacion de ambas, el alabeo no se presente
libremente y varie de unas secciones transversales a
otras, lo que ocasiona deformaciones longitudinales
de las fibras.

Los esfuerzos producidos al restringir el alabeo de
barras de seccion transversal maciza no circular son
mucho menores que los de las secciones abiertas de
paredes delgadas; ademas, las piezas macizas no se
emplean en estructuras de acero. Por estas razones, es
de gran importancia el estudio de elementos con
secciones transversales del segundo tipo.

Tedricamente, el calculo de los esfuerzos debidos a la
torsidn de alabeo se lleva a cabo mediante la teoria de
areas sectoriales.

En algunos casos, los esfuerzos debidos a la torsion
pueden ser mayores que aquellos debidos a la flexién,
por lo que su determinacién es esencial para un
correcto dimensionamiento de las estructuras.

5. Referencias Bibliograficas.

1. Amenzade, J. A., 1979, Theory of Elasticity, MIR,
Moscu.

2. Basler, K., Kollbrunner, C. F., 1975, Diinnwandige
Stabe, Springer Verlag, Muenchen.

3. Britvec, S. J,, 1973, The Stability of Elastic Systems,
Pergamon Press Oxford, New York.

4. Feodosiev, V. I., 1980, Resistencia de Materiales, Mir,
Moscu.

5. Filonenko & Borodich, 1963, Teoriade la Elasticidad,
Platina, Buenos Aires.

6. Galambos, T. V., 1968, Structural Members and
Frames, Prentice Hall, New Jersey.



10.

11.

12.

13.

Gjelsvik, A., 1981, The Theory of Thin Walled Bars,
JohnWiley, New York.

Green, A. E., Zema, W., 1968, Theoretical Elasticity,
Oxford University Press, New York.

Hartog, D., 1980, Advanced Strength of Materials,
Dover Publications, New York.

Kollbrunner, C. F., Basler, K., 1970, Torsion.
Application al'étude des structures, Spes, Lausanne.
Kollbrunner, C.F., Basler, K., 1969, Torsion in
Structures. An Engineering Approach. Springer
Verlag, Berlin.

Monledn,C., 1999, Analisis de Vigas, Arcos, Placas y
Laminas, UPV, Espafia.

Mushkhelishvili, N. 1., 1953, Some basic problems of
the mathematical theory of elasticity, P. Noordhof
Ltd., Moscu.

14.
15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

Revista Ingenierfay Regién No. 12 Afio 2014

Ortiz, L., 2002, Elasticidad, McGraw-Hill, Espafia.
Prandtl, L., 1903, Zur torsion von prismatischen
staben, Physikalische Zeitschrift, Berlin.

Reismann, H., Pawlik, P., 1980, Elasticity. Theory and
Applications, JohnWilley, New York.

Timoshenko, S. P., Gere, J., 1961, Theory of Elastic
Stability, McGraw-Hill, New York.

Timoshenko, S. P., Godier, J. N., 1951, Theory of
elasticity, McGraw-Hill, New York.

Timoshenko, S. P., 1977, Advanced Strength of
Materials. Dover Publications. New York.

Vallecilla, C. R., 2005, Torsion en las construcciones,
Unisalle, Colombia.

Vlassov, V., 1948, Pieces Longues en Voiles Minees,
Eyrrolles, Paris.

Wang, C. T., 1953, Applied Elasticity, McGraw-Hill,
New York.

127



