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Resumen

Esta investigacion es experimental de andlisis cualitativo y tiene su origen en la pregunta planteada por
Wittenberg (1963): (Qué es el pensamiento matemético? Tiene como objetivo principal caracterizar el
pensamiento matematico, por medio de una retroalimentacién de las observaciones empiricas, realizadas con
estudiantes de basica, segundo grado y universitarios de la regién de Baviera, Alemania. En este proceso se
implementaron encuestas, para una muestra de estudiantes de la Universidad de Augsburgo, las cuales fueron
analizadas con el programa CHIC y en los otros casos, se trabajé con formas libres de expresiéon como lo son los
diarios matematicos y los ensayos, los cuales fueron analizados de manera cualitativa utilizando la hermenéutica
social. Como resultado se obtuvo una caracterizacion del pensamiento matematico, la cual considera cinco
dimensiones, donde cuatro de ellas son: la dimensién de la percepcion, de las estrategias y de los procedimientos,
del pensamiento relacionado con los contenidos y de las capacidades no racionales. Una quinta dimensién esta
dada por los estilos de pensamiento y por los medios de comunicacion, que incluye las representaciones, las
nociones basicasy las metaforas conceptuales.
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Abstract

This research is experimental, and qualitative analysis has its origin in the question posed by Wittenberg (1963):
What is the mathematical thinking? Its main objective is to characterize mathematical thinking through feedback
of empirical observation carried out with elementary students, second graders and undergraduate students from
the region of Baviera, Germany. In this process surveys were implemented for a sample of students from the
University of Augsburg, which were analyzed with the CHIC program and in other cases, worked with free forms
of expression such as mathematical journals and essays, these were analyzed qualitatively using social
hermeneutics. As a result a characterization of mathematical thinking was obtained, which considers five
dimensions, four of them are: the dimension of perception, strategies and procedures, related to the content and
not rational thinking capabilities. A fifth dimension is given by the thinking styles and media, including
representations, basic notions and conceptual metaphors.

Keywords: mathematical thinking, perception, skills, media.
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Introduccidén

Para potenciar el desarrollo de la educacioén, es nece-
sario tener en cuenta, que uno de los objetivos de los
educadores, es fomentar el pensar de los educandos.
Aprendizaje y pensamiento estan, por medio de esta
intencion, estrechamente relacionados. El aprendizaje
de un determinado concepto, involucra un proceso
que esta relacionado con el pensamiento de los
individuos sobre este concepto y de las experiencias
que ellos tengan en este proceso.

Si se considera que un estudiante esta en el proceso de
aprender matematica y que se transita de un pensa-
miento matematico, entonces es de interés responder
a las preguntas: ¢(Cuales son estos pensamientos
matematicos por los cuales transita el alumno? ;Se
pueden caracterizar o diferenciar de alguna forma
general? ¢(Cual es el pensamiento matematico que se
desarrollé, luego de un determinado proceso de
aprendizaje? ¢(De qué forma expresan los alumnos sus
pensamientos e ideas? Son algunas de las preguntas
que surgieron al inicio de este trabajo. La pregunta que
hace una diferencia, con respecto ala forma de mirar
todo el contexto de preguntas anteriores, es la
planteada por Wittenberg (1963, pag. 53): ;(Qué es en
realidad matematica y el pensamiento matematico?
Asi, este trabajo tiene como objetivo responder a esta
preguntal y através de una investigacion experimen-
tal de analisis cualitativo (Bortz y Doring, 2006), se
pretendid identificar conceptos y variables que com-
plementaron la caracterizacion del pensamiento mate-
matico.

En la caracterizacion del pensamiento matematico
(PM), que aqui se presenta, juegan un rol fundamental
los recursos cognitivos y las actividades que realiza el
sujeto en el medio, esto es, "el pensamiento matema-
tico se basa en el contexto de las actividades mentales
y en actividades culturales" (Tall, 1991). Esto quiere
decir que la caracterizaciéon del PM, debe considerar al
medio y las herramientas personales que los indivi-
duos tienen para comunicar sus conocimientos en el
medio.

Nociones basicas para el
pensamiento matematico

La concepcion de matematica utilizada en este trabajo,
fue formulada en base a diferentes investigadores

por mencionar algunos Biehler, Scholz, Strafier y
Winkelmann (1994), Davis y Hersh (1981), Freudenthal
(1979) y Schoenfeld (1994), en resumen, se puede
decir que: matematica es un dominio conceptual, es la
ciencia de los patrones, es la ciencia de la cantidad y
del espacio, liderada por el orden y una estructura.
Matemética se ocupa de la simbologia, en relaci6on a
la cantidad y al espacio, por medio de un constructo
l6gico-formal. Por sobretodo, matematica es una
construccion del hombre, una elaboracién cultural
que valora los entes ideales y donde los conceptos
abstractos son su objeto de estudio, utiliza metodo-
logias hipotético - deductivas y un lenguaje universal
para designar las representaciones (internas y exter-
nas) y organizarlas como sistema axiomatico, con todo
esto, la matemética es parte de toda actividad humana.

Otra nocién a considerar es la del pensamiento huma-
no, se entiende que el proceso de pensar (Asanger y
Wenninger, 1999; Brusting-Muller, 1997; Funke, 2006;
Margulies, 2000; Anderson, 1981), es considerado
esencialmente como un compromiso interno, activo,
que se hace a través de iméagenes internas, utilizando
términos linglisticos internos, representaciones
pictéricas y otros contenidos mentales. Pensar en este
contexto, tiene el fin de obtener nuevos conocimientos
y esto se obtiene solo en las actividades que no estan
orientadas a las rutinas automatizadas. Al momento
de pensar, se utilizan simbolos, imagenes y movi-
mientos, estos son utilizados y relacionados unos con
otros al momento de pensar, de manera consciente y/o
inconsciente. Ademas, estos simbolos pueden tener
reglas predeterminadas, o bien, estas reglas pueden
ser creaciones propias de el/los individuo/s. De
esta forma se crea un mundo abstracto de pensar
(Damerow, 1996) y una realidad personal. El ser huma-
no piensa a través de conceptos, que son represen-
taciones universales y abstractas de los objetos. Estos
simbolos, iméagenes y conceptos representan un
hecho, un objeto, una accion, que son utilizados y
relacionados al momento de pensar.

Pensamiento matematico

El pensamiento matemaéatico (PM), es un producto final
de variados procesos neuropsicologicos, estos proce-
sos provienen y se desarrollan en diferentes areas y
requieren de diferentes habilidades del individuo. El
PM es un producto de la integracion de distintas
modalidades sensoriales y cognitivas (Reyes-Santan-
der, 2012).

Tabla 1: Sistemas auténomos en el aprendizaje (Reyes-Santander, 2012, pag. 83)

Profesores
Clases de Matematica
Situaciones - Problemas

Matematica

Conocimiento

Conceptos como relaciones
Lenguaje Universal, Simbolos

Sistema epistemoldgico Sistema social

1.

Comunicacion y cultura de la clase

Alumnos - estudiantes

Aprendizaje y comprension de la matematica
Interpretaciones individuales y subjetivas
Sistemas de didlogos y conciencia social
Procesos cognitivos

Was ist eigentlich Mathematik und mathematisches Denken? Pregunta expresada en forma textual por Wittenberg, araiz de lainclusion de las

"nuevas” definiciones formales en el curriculo escolar (Wittenberg, 1963, pag. 53).
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Cada una de las tres areas que se ven en la tabla 1,
representa un sistema auténomo y autorreferencial,
las relaciones que se dan entre las tres no estan en
secuencia causal, no ocurre la secuencia que desde la
matematica a los profesores y de los profesores alas
cabezas de los estudiantes, entre estos sistemas
existen interdependencias o acoplamientos (Varela,
1997), que son solo efectos indirectos y con
repercusiones sobre el PM. Asi, se tiene uno de los
resultados de este trabajo, una caracterizacion del
pensamiento matematico enrelacion alos tres sistema
presentados en la tabla 1: "El pensamiento matematico
es un proceso cognitivo activo, por lo tanto, involucra
actividades neuroldgicas, que comprometen un
dialogo interno, que relacionan y utilizan represen-
taciones de todo tipo, capacidades racionales y no
racionales, capacidades desarrolladas o por desa-
rrollar y conocimientos almacenados en la memoria e
informacion por almacenar. Este proceso esta
relacionado con lavivencia de situaciones novedosas e
interesantes para el individuo y con la busqueda de
respuestas aproblemas, que determina el individuo de
forma personal, con el objetivo de crear conocimiento
sobre el medio que lo rodea y de esta forma construir
un mundo matematico individual, con conexiones
propias y con sistemas propios de llamados2 del
conocimiento" (Reyes-Santander, 2012, pag. 270).

Con esto se tienen cuatro dimensiones que estan
agrupadas desde su procedencia cognitiva y desde su
estructura: 1. La percepcion donde se destacan, la
percepcion del movimiento, la percepcién del tiempo,
la percepcion del espacio y de estas tres, la percepcion
dinamica y estatica de los objetos matematicos, el

sentido de las palabras y otros. 2. Los pensamientos
relacionados con los contenidos matematicos, que a
su vez contempla 6 categorias. 3. Las estrategias y
los procedimientos, que provienen del desarrollo
del individuo con el contenido y el medio. En esta
dimensién se pone en juego el conocimiento y por lo
tanto nuevamente la memoria tiene un papel cognitivo
relevante, asi como tambi én las capacidades que son
puestas en marcha en la busqueda y desarrollo de un
plan. 4. Las capacidades no racionales, que provienen
del desarrollo de actividades no racionales. Esta
dimensién involucra aspectos como la intuicion, la
creatividad, el sentido comun, la fantasia, etc.

Las relaciones entre estas dimensiones se pueden
apreciar en la figura 1, asi como también las categorias
de cada una de ellas. Una quinta dimensién esta dada
por los estilos de pensamiento (Borromeo-Ferri, 2004;
Schwank, 2003) y por los medios de comunicacion,
gue incluye las representaciones, las nociones bésicas
(vom Hofe, 1995) y las metaforas conceptuales
(English, 1997; Lakoff y Nuafiez, 2000; Sfard, 1991,
1994; Soto-Andrade, 2006).

Esta caracterizacion del pensamiento matematico (PM)
da una respuesta a la pregunta inicial: Entendemos
por pensamiento matematico a un proceso cognitivo
(neurobiolégico), que vincula percepciones, conte-
nidos, capacidades y estrategias, este se produce
cuando el individuo se encuentra en situaciones o
problemas relacionados con contenidos matematicos,
que son para el individuo, interesantes o que presen-
tan un desafio a su estructura cognitiva personal.

Procesos no racionales

Intuicion Creatividad Fantasia
Sensibilidad Flexibilidad
Relacionado con el
contenido matematico
Pensamiento numérico (aritmético) _
Pensamiento algebraico Estrateg@s y
Pensamiento geométrico procedimientos
Pensamiento estocastico
Pensamiento funcional
Percepcion

Percibir lo dindmico
Percibir lo estatico Visual

Metaforica
De la causa y el efecto
Del equilibrio y de igualdades

Espacial
Numeérica

Figura 1: Modelo Tetraédrico del Pensamiento Matematico (Reyes-Santander, 2012).

2 - Los sistemas propios de llamados,

son los que se generan en el aprendizaje del conocimiento matemaéatico, entre ellos cuentan los

movimientos, las iméagenes, las palabras, etc. que inducen allamar aun objeto matematico determinado, que ya esta almacenado en la memoria.
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Metodologia

Este es una investigacion experimental de analisis
cualitativo (Bortz y Doring, 2006) y tiene como objetivo
identificar conceptos y variables que complementaron
y retroalimentaron ala caracterizacién del pensamien-
to matemaético.

Se distinguen tres escenarios, dados por los grupos de
estudiantes provenientes de tres niveles diferentes. El
primero de estudiantes de basica de 8 a 9 afios, que
denominaremos G1, el segundo grupo de estudiantes
de secundaria de 16 a 17 afios, que denominaremos G2
y los estudiantes universitarios de 20 a 23 afos, que
denominaremos G3.

A continuacién una descripcién breve de los sujetos y
el contexto:

Gl: 5 participantes del curso Knobelkurs 2009,
realizado en la Universidad de Augsburgo, Alemania.
Estudiantes de cuarto basico, dos nifias, tres nifos.
El problema que aqui se analiza y se presenta es la
determinacion de "claves secretas". Se considera como
herramienta de recopilacién de lainformaciénvideos y
el andlisis es cualitativo.

G2: 12 alumnos de secundaria, participantes del curso
extra programatico del area matematica, dictado por
un docente del mismo liceo3 El curso se realiz6 dentro
del afio escolar, comprendido entre 2009 y 2010. La
edad de los alumnos fluctuaba entre los 16 a 17 afios
de edad. Con ellos se trabajé el problema denominado
"el collar de margarita"4 Al final de la implementacién,
se les pidio a los alumnos participantes, que hicieran
un ensayo con el tema "Grupos". La herramienta de
recopilacién de informacion son los ensayos libres, los
cuales se analizan de manera cualitativa con la
hermenéutica social.

G3: 144 Participantes del seminario de algebra, curso
para estudiantes en formacion de profesores de
matematica, tanto de la escuela basica como de la
secundaria. Estos seminarios se dictaron por docentes
de la Universidad de Augsburgo, del 2008 hasta el
2009. Se considera una encuesta de anéalisis mixto con
el programa CHIC, que hace un tratamiento de los
datos de forma cuantitativay cualitativa (Gras, 2005).

Resultados

Se hace el analisis del video, de los ensayos y de las
encuestas. A raiz del andlisis del video se puede decir
que: los estudiantes muestran un sentido del namero,
categoria de la dimension de la percepcion en la
caracterizacion. Intuyen sobre la nocion de infinito,
lo cual est4d considerado en las capacidades no
racionales, las explicaciones que dan par la divisiéon

por cero no tienen un fundamento matematico,
aungque muy cercano ala matematica avanzada, como
lo es la nocién de limite. Utilizan movimientos corpo-
rales en relaciones numéricas y se comunican en len-
guaje personal, estas concuerdan con las herramientas
del pensamiento, en su version inicial y mas amplia.
Ademdas, muestran dos tipos de estrategias en la
resolucion del problema, lo que coincide con la
dimensién de las estrategias y procedimientos, aqui
cabe destacar que no utilizan los procedimientos
clasicos para determinar nameros desconocidos.

A raiz del analisis de los ensayos se puede decir que:
en todos los ensayos se observa la categoria del pensa-
miento relacionado con el contenido, en particular el
pensamiento algebraico y en algunos ensayos, se
observd el pensamiento funcional y el pensamiento
aritmético. Se observaron las dimen-siones de la
percepcion y de las estrategias y procedimientos. La
dimensién de las capacidades no racionales, fue la
menos observada. En relacién a los vehiculos de
comunicacién se utilizé como base el lenguaje natural,
pero se pudo observar tanto las representaciones
semiobticas, como las nociones basicas, algunas
analogias y en algunos casos metaforas.

A raiz del analisis de las encuestas, se puede decir
que: se reconoce una relaciébn entre el proceso
ensefianza-aprendizaje y los medios de comunicacion,
se observan dos de las dimensiones del pensamiento
matemaético el pensamiento relacionado con el conte-
nido como pilar del proceso de aprendizaje y la de los
vehiculos de comunicacion. Las otras dimensiones no
presentan relaciéon directa, aunque si pueden ser
observadas en las preguntas abiertas del cuestionario.
En las respuestas a las preguntas abiertas del
cuestionario se observaron elementos identificables
con las dimensiones del PM, en algunos casos
aportaron en el enriquecimiento de las dimensiones
del PM.

Conclusiones

Como resultados sobresalientes de este trabajo se
tiene la caracterizacion presentada que responde a la
pregunta inicial, sobre qué es el pensamiento mate-
matico y se puede decir que: El PM es un proceso
cognitivo, que incluye ala percepcién, a pensamientos
relacionados con el contenido matemético, a los
procedimientos y a las estrategias, como también, a
los procesos y capacidades no racionales. Con los
resultados obtenidos de las observaciones realizadas,
se logra complementar y retroalimentar la caracteri-
zacion del pensamiento matematico. Ademas, se
presenta una quinta dimensién, de los vehiculos de
comunicacién, que sustenta, mantiene y ayuda en el
desarrollo del PM, se podria decir que esta dimension
es envolvente y que bien se podria mirar como centro
los estilos de pensamientos.

3-Eldocente Sr. Prof. Dr. Schneider, tiene una destacada trayectoria como docente en laUniversidad de Augsburgo y de docencia en el aula en el

liceo Gymnasium A. B. Stettensches.

4 -Presentado por laautora en el seminario del departamento de matematica de la Universidad de Valparaiso, mas informacién en la pagina web:
http://mat.uv.cl/magister_mat/index.php/noticias/17-el-collar-de-margarita-algo-de-grupos-y-de-combinatoria
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Este resultado, tiene implicaciones en la forma de
ensefiar matematica y en la forma de aprender
matematica. Estas provienen de considerar a la
percepcion y a las capacidades no racionales, como
dimensiones del PM, lo cual indica que en la forma de
ensefiar deberian existir necesariamente momentos
gue promuevan la percepcién del objeto matematico,
por parte del sujeto que esta aprendiendo. Aprender
matematica, significa desarrollar capacidades
racionales y no racionales. Desarrollar el PM, implica
un desplegar de todos los sentidos del ser humano, por
endey principalmente de todas sus capacidades.

En los escenarios presentados, se establecen relacio-
nes de causalidad entre el aprendizaje de la matema-
ticay la caracterizacion del pensamiento matematico,
se observan influencias en el pensamiento matematico
de los estudiantes, tanto de la forma como del disefio
de una clase y del desarrollo individual en el que esta
inmerso el estudiante.
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