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1. INTRODUCCION

Es importante para el 6ptimo desempe-
fio conceptual de algunos temas, conocer
sus antecedentes, sus origenes y sobre todo
la manera como incursionaron en el mejo-
ramiento de lavida; es asi como la presente
obra pretende rescatar algunos aspectos
omitidos en el desarrollo de la Teoria de
Grupos.

Se mencionan aqui algunos autores tras-
cendentales en el estudio de grupos y la in-
fluencia que ejercieron estos sobre los ma-
tematicos modernos; los aspectos histori-
cos de la Teoria de Grupos nos pueden ayu-
dar en un momento dado a darle una
aplicabilidad concreta y a relacionar de una
manera util los grupos con otros campos de
la ciencia diferentes a la matemética.

En muy pocas obras del Algebra abstrac-
ta se hace mencion de los Grupos Crista-
logréficos, sin embargo, su importancia es
eminente y en la medida en que se profun-
dice mas en este tema, encontraremos mul-
tiples aplicaciones de la Cristalografia a otras
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ramas de la ciencia y sobre todo en lo con-
cerniente a la fisica y a la quimica.

Pretendemos a través de este trabajo,
ilustrar de manera muy sencilla la importan-
cia que han tenido los Grupos a través del
tiempo y asi mismo crear expectativas que
de alguna manera incentiven al lector al es-
tudio de estos objetos algebraicos conside-
rados como base fundamental del algebra
abstracta.

2. ASPECTOS HISTORICOS DE LA
TEORIA DE GRUPOS

Dentro del &lgebra abstracta, existe un
objeto algebraico que sirve como base fun-
damental de dicha materia, este objeto re-
cibe el nombre de Grupo, que junto con
otros elementos (anillos, campos, espacios
vectoriales, algebras lineales) constituyen los
otros componentes basicos del algebra mo-
derna.

Los grupos, obedecen a una simple des-
cripcién formal relacionada con la operacién
con que estén definidos, sin embargo, con-
ceptos como homomorfismos, isomorfis-
mos, construccidn cociente, etc., entran en
este campo en una forma pura y reveladora.

Hacia finales del siglo XVII y comien-
zos del siglo XIX ya se estaba estudiando
este objeto matemético llamado grupo; pero
solo hacia finales del siglo XIX se logré in-
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troducir la nocién de grupo abstracto, que
hasta ahora ha crecido en importancia y ha
sido objeto de actual profundizacion en el
campo de la matemética.

El estudio de los grupos se relaciona con
la teoria de ecuaciones; originalmente, un
grupo no era mas que un conjunto de per-
mutaciones tales que la combinacion de dos
permutaciones cualesquiera daba lugar a
otra permutacién del conjunto. Mas adelan-
te se generalizé esta definicion al concepto
de grupo abstracto que se definié como un
conjunto, cuyos elementos no han de ser
Unicamente permutaciones, dotado de un
procedimiento que permite combinar sus
elementos de acuerdo con unas pocas leyes
sencillas.

La teoria de los grupos abstractos des-
empefia un papel importante en la matema-
ticay en las ciencias modernas. Los grupos
aparecen en un sorprendente nimero de ma-
terias que aparentemente no estan relacio-
nadas entre si. Se encuentran en la Cristalo-
grafia y en la mecanica cuantica, en la geo-
metria y en la topologia, en el analisis y en
el algebra, en la fisica, en la quimicay en la
biologia.

La Simetria, es uno de los conceptos
intuitivos mas importantes en la matemati-
cay en las ciencias; los grupos pueden des-
cribir la simetria; en realidad, muchos de los
grupos que se encuentran en la mateméatica
y en las ciencias son el resultado del estu-
dio de la simetria, es esta la razén de la abun-
dancia de los grupos.

Dentro del estudio de los grupos, es de
mediana importancia el concepto de
Grupoide, que profundiza en las ideas fun-
damentales de operacién binaria, homo-
morfismos, isomorfismos, y el teorema de
Cayley.

El concepto de grupo, es un concepto
natural, entran en juego grupos de nume-
ros reales y complejos, grupos de simetrias,
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grupos diedros, grupos de formaciones de
Mobius, grupos de automorfismos de
grupoides y cuerpos, grupos de matrices y
,el grupo lineal pleno.

La teoria general del algebra (algebra
abstracta) centra su interés en las estructu-
ras algebraicas (grupo, anillo, campo, etc.)
mas que en la teoria de ecuaciones; esto se
debe, entre otras razones a una teoria co-
nocida como “La Teoria de Galois” que de-
muestra, basdndose en resultados pertinen-
tes a las estructuras algebraicas, que en ge-
neral no existen métodos algebraicos para
resolver ecuaciones de grado cinco o ma-
yor; es decir que no existe ninguna férmula
de solucién para dichas ecuaciones, que tal
como en el caso de las ecuaciones cuadréa-
ticas, cubicas y cuanticas, puede expresarse
en términos de operaciones aritméticas (adi-
cioén, sustraccion, multiplicacion, division,
extraccion de raices) con los coeficientes de
la ecuacion.

Lo que Galois demostr6 fue que “El pro-
blema de la solucién de una ecuacion poliné-
mica es, por lo tanto, esencialmente un pro-
blema numérico”; asi las cosas, debemos
tener en cuenta que el presente siglo y el
empleo de herramientas como la calculadora
y el computador, reflejan directamente la
importancia de nueva fundamentacion de la
matematica sobre la base de la aritmética.

Hacia 1800 con las investigaciones de
Gauss, sobre las formas cuadraticas empie-
za a utilizarse el concepto de Ley de Com-
posiciéon Interna.

La nocién de grupo aparece también en
los trabajos sobre “Teoria de substitucio-
nes”, desarrollo de las ideas de Lagrange,
de Vandermonde y en los de Gauss, Abel
Ruffini y Cauchy, del siglo XIX, sobre teorias
de ecuaciones, teorias de nimeros y trans-
formaciones geométricas.

Los conceptos de producto de dos
permutaciones de un conjugado finito fue-



Paideia

ron dados por Cauchy y Ruffini, asi como
algunos conceptos de transitividad, primi-
tividad, elementos neutro.

Evaristo Galois considerado como el ini-
ciador de la teoria, relaciond sus trabajos
sobre ecuaciones algebraicas con los de
grupo de permutaciones, en los cuales pe-
netré profundamente en las propiedades
generales de lateoria de grupos, es él quien
define el concepto de subgrupo distingui-
do o normal y reconoce su importancia, y
es también a Galois a quien se deben las
primeras ideas sobre “Representacion lineal
de grupos”, esto es prueba de que maneja-
ba la nocion de Isomorfismo entre dos es-
tructuras de grupo. Galois ademéas probd
gue una ecuacion es soluble por radicales
(o resoluble) solo si su grupo de Galois lo es
(asoci6 a una ecuacion polinomial un grupo
de permutaciones).

Abel N. Henry, mostré que es posible
hallar un polinomio de grado mayor o igual
acinco cuyo grupo de Galois no es soluble.

llustraciéon: Efren Mosquera Villarreal
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La Teoria de Grupos es aplicada por
Arthur Cayley a la Teoria de los Cuaternios,
William Hamilton en su libro “Traite des
Substitutions” (1870), pone en relieve la
importancia de la Teoria de Galois como
unificadora de diversas ideas en matemati-
cas. Con los trabajos de Ernest Steinitz es
donde entra esta teoria en su fase moderna
(1910).

Dos discipulos de Jordan: Félix Klein y
Marcos Sophus Lie, pusieron de manifiesto
el poder unificador y sistematizador de la
teoria.

Klein aplic6 la Teoria de Grupos a la Geo-
metria en su “Programa de Erlanger” en
1872, mediante grupos y subgrupos jerar-
quiza todas las geometrias. Mostré que el
grupo de las rotaciones del icosaedro regu-
lar es isomorfo al grupo de Galois de la ecua-
cion de quinto grado.

Klein estudié grupos discontinuos,
Sophus Lie los grupos continuos de trans-
formaciones, su clasificacion y aplicaciones
a ecuaciones diferenciables parciales.

De 1910 para acd, la Teoria de Grupos
esta ligada a casi todos los eminentes mate-
méticos de este siglo, por ejemplo: Respec-
to alos resultados de grupos abelianos fini-
tos, estos son bastantes completos, sin em-
bargo, 2 libros sobre grupos abelianos, Fuchs
Abelian Groups, (Publishing House of the
Hungarian Academy of Sciences, Budapest,
1958) y el libro de I. Kplansky, Infinite
Abelian Groups (Ann Arbor, University of
Michigan Press. 1954), muestran que la si-
tuacion para grupos abelianos de orden fi-
nito no lo es, asi como la teoria general de
grupos abstractos, muestran que adn exis-
ten muchos problemas de enunciados sen-
cillos, que estan por resolver.

La teoria de grupos es hoy en dia una de
las ramas mas activas de la matematica; en
los dltimos 20 afios, la teoria hatenido gran-
des avances, con los teoremas de clasifica-
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cion respecto a grupos simples, y el descu-
brimiento de familias de grupos simples, y
sobre todo, ha sido la cuestion de solubili-
dad de grupos de orden impar.

Sobre resultados de Philip Hall se ha he-
cho aplicaciones a los grupos solubles, a la
teoria de grupos nilpotentes y contribucio-
nes de Braver a lateoria de caracteres de gru-

pos.
3. GRUPOS CRISTALOGRAFICOS

La Cristalografia es la ciencia que estu-
dia la forma cristalina y la estructura, com-
posicion y propiedades fisicas y quimicas de
los cristales. Uno de sus principales obje-
tos de estudio es el estado solido de las
materias cuya forma es un cristal natural y
que corresponden, por lo general, a un tipo
de mineral.

En la actualidad, es una ciencia eminen-
temente sistematica, ya que las modernas
técnicas de investigacion cristaloquimicas y
cristalofisicas han permitido identificar mi-
les de estructuras las cuales estan ordena-
das en funcién de sistemas.

Las primeras hipoétesis se iniciaron con
los trabajos de Kepler en 1611 sobre crista-
les de nieve; luego Steno (1669) sefiald la
existencia de dngulos diedros que separan
los cristales de una misma sustancia. Pero
s6lo en 1824Jeeber propuso un sistema de
ordenacion periddica, con el que se senta-
ron las bases estructurales y tedricas de la
cristalografia. Sobre estas bases aparecie-
ron las clasificaciones de Brarais en 1850y
la de Fedorovy Schoenflies en 1890. Poste-
riormente, con el descubrimiento de los ra-
yos X, se produjo una redefinicion de los
antiguos conceptos, ya que fue posible es-
tudiar, dentro de una red periddica, a los
atomos. Atodo ello se deben sumar los tra-
bajos sobre la difraccién de neutrones en
1946, el reconocimiento estructural de una
proteina en 1960 y muchos otros, que han
permitido identificar en la actualidad més
de 15.000 estructuras de sustancias.
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Un Sistema Cristalino es un gran grupo
en el que se retinen algunas de las treinta 'y
dos clases cristalinas en funcion de sus ca-
racteristicas de simetria comunes (gjes, pla-
nos y centro).

1 GRUPO CUBICO: Tres ejes de igual
longitud que se cruzan en angulo recto; co-
rresponden a este grupo los minerales como
el Diamante, Pirita y Sal Gema.

2. GRUPO TETRAGONAL: Dos ejes de
igual longitud y un tercero mas largo o mas
corto. Todos se cortan en angulo recto. Co-
rresponden a este grupo la calcopirita, €l
Rubi'y el Circon.

3. GRUPO HEXAGONAL: Tres ejes de
igual longitud, situados en un mismo plano
y se cortan en angulos de 120°. El cuarto
eje es mas largo o mas corto y es perpendi-
cular aeste plano. Corresponden a este gru-
po el Apatito, el Berilio y el Grafito.
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4. GRUPO TRIGONAL: Tres ejes de igual 6. GRUPO MONOCLINICO: Tres ejes de
longitud, situados en un plano y que se cor- distinta longitud; dos de ellos se cortan en
tan en angulos de 120°. El cuarto eje es angulo recto, el angulo del tercero con es-
més largo o corto y es perpendicular aeste  tos dos pueden ser cualquiera, pero siem-
plano. pre distinto de 90°. Corresponden a este

grupo el Yeso, Moscovita y Augita.

7. GRUPO TRICLINICO: Tres ejes de dis-
tinta longitud que se cortan en un angulo
distinto de 90°. Corresponden a este grupo
la Albita, Anorita y Distena.

5. GRUPO ORTORROMBICO: Tres ejes
de distinta longitud que se cortan en angu-
lo recto. Corresponden a este grupo la
Barita, el Azufre y el Topacio.
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